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种 衍射、 成 像 与 傅 里 叶 分 析 结 合 起 来 ， 
中 的 衍射 现象 、 成 像 系统 和 成 像 方法 ， 以 及 
和 成 像 领域 
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成 像 在 现代 科学 技术 领域 中 
应 用 广泛 ， 而 傅 里 叶 分 析 方 法 作为 一 种 有 效 工 具 ， 在 衍射 及 成 像 





P 均 具有 


系统 而 全 面 地 介绍 




















埔里 叶 分 析 方 法 及 其 在 


FP 的 应 用 。 本 书 针对 有 一 定理 论 基 础 和 实践 经 验 的 读 














门 对 物理 光学 有 一 定 了 解 ， 并 熟练 掌握 了 传 里 
j 作 高 等 院 校 有 关 专业 的 研究 生 教材 ， 也 可 作为 相关 领域 研究 人 员 或 工程 
币 的 参考 书 。 














叶 分 析 方法 。 本 书 可 
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人 类 社会 已 经 由 工业 时 代 进 入 信息 时 代 ， 信 息 正在 以 系统 的 方式 改变 整个 社会 ， 信 





息 的 获取 、 处 
的 方式 之 一 ， 
类 的 日 常生 活 











被 广泛 应 用 于 工业 
与 社会 发 展 。 





理 及 分 析 的 作用 越 来 越 重 要 ， 而 成 像 是 实现 信息 获取 与 处 理 的 一 种 最 主要 





、 军 事 、 医 学 、 科 学 研究 等 各 行 各 业 ， 深 刻 地 影响 着 人 


本 书 以 仿 里 叶 分 析 作 为 桥梁 ， 将 光学 衍射 现象 和 成 像 技 术 连 接 起 来 ， 系 统 地 介绍 了 
与 成 像 有 关 的 相关 衍射 光学 现象 和 傅 里 叶 分 析 方 法 。 本 书 以 原作 者 30 多 年 的 教学 、 科 
研 为 基础 ， 包 含 了 作者 对 于 衍射 与 成 像 的 独特 理解 ， 并 融入 了 原作 者 在 相关 方面 的 原创 
实例 。 对 于 那些 具有 一 定 的 光学 基础 ， 并 渴望 学 习 成 像 技术 及 其 分 析 方法 








性 理论 和 应 用 
的 读者 来 说 ， 
特点 。 








本 书 是 实现 快速 入 


























门 的 理想 选择 。 本 书 注重 理论 与 实际 的 结合 ， 具 有 如 下 




















首先 ， 对 衍射 现象 的 介绍 深入 浅 出 。 对 于 波动 传播 和 标量 衍射 理论 的 介绍 ， 可 以 使 
与 衍射 相关 的 物理 基础 理论 ;而 对 于 衍射 近似 方法 EEA KRA 


读者 快速 掌握 














识 与 理解 进 一 














厚 透镜 成 像 原 


RTA) 以 及 逆向 波动 理论 的 介 














步 加 深 。 











绍 及 相关 光学 器 件 的 介绍 ， 可 以 让 读者 对 衍射 现象 的 认 








其 次 ， 对 成 像 技 术 的 介绍 细致 全 面 。 针 对 透镜 成 像 ， 介 绍 了 几何 光学 下 的 薄 透 镜 与 
理 ， 以 人 午 里 叶 分 析 方 法 为 工具 ， 分 别 介绍 了 均匀 介质 与 非 均 名 介质 、 相 于 











与 非 相 干 条 件 下 的 波动 传播 方法 及 透镜 成 像 特 性 ， 并 介绍 了 相关 成 像 技 术 的 应 用 实例 ， 
如 相 衬 显 微 成 像 与 扫描 共 焦 显 微 成 像 、 电 子 束 刻 蚀 、 定 向 耦合 器 等 。 














比 外 ， 本 


涵盖 了 全 息 及 其 





断层 扫描 、 阵 
传播 法 、 时 域 
































书 还 对 与 衍射 和 成 像 相 关 的 一 些 应 用 领域 做 了 深入 浅 出 的 介绍 。 这 些 领域 
编码 ， 衍 射 光 学 器 件 及 其 编码 ， 计 算 成 像 技 术 如 合成 孔径 雷达 及 计算 机 
列 波导 光栅 等 ， 并 对 孔径 尺寸 小 于 入 射 光波 长 时 的 衍射 分 析 方 法 ， 如 光束 
有 限 差分 法 和 傅 里 叶 模 式 法 做 了 介绍 。 




















本 书 的 第 1 ~ 第 10 章 等 由 裴 闻 、 闫 兴 鹏 、 程 长 青 、 菏 晓 瑜 翻译 ,第 11 ~ 第 20 章 与 
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衍射 与 成 像 是 许多 现代 科学 领域 中 的 核心 课题 之 一 ， 而 传 里 叶 分 析 和 合成 技术 又 是 
贯穿 这 一 课题 的 统一 主线 。 例 如 ， 通 过 对 传 里 叶 方 法 的 研究 与 发 展 而 衍生 出 了 诸多 现代 


成 像 技术 。 


























回 
要 ， 这 本身 就 是 一 件 令 人 快 慰 的 经 历 。 这 些 内 容 涉 及 的 主 
学 科 



































本 书 具有 显著 的 原创 性 ， 这 源 于 作者 长 达 30 多 年 的 教学 、 研 究 与 项 目 开 发 经 历 。 
顾 本 书 涉及 的 内 容 在 近年 来 取得 的 进展 ， 并 且 随 着 技术 的 进步 这 些 内 容 显得 越 来 越 重 

















题 为 数 众多 ， 且 包含 诸多 


即使 侍 里 叶 理 论 是 最 核心 的 ， 其 也 需要 许多 其 他 的 主题 来 进行 补充 例如， 线性 系 


统 理论 、 优 化 理论 、 数 值 方法 、 成 像 理论 以 及 信号 与 图 像 处 理 理论 ; 并 且 ， 理 论 也 需要 





























与 问题 的 具体 实施 和 材料 的 制备 相 结合 。 因 此 很 难 对 这 一 领域 进行 简单 的 描述 。 技 术 的 
日 益 进 步 使 得 该 领域 至 关 重 要 ， 从 而 需要 开设 一 些 课 程 以 涵盖 该 科学 与 技术 领域 的 主要 




















议题 ; 同时 ， 也 需要 帮助 学 生理 解 这 些 课 程 的 重要 性 ， 使 他 
储备 。 

















们 为 现代 技术 的 学 习 做 好 


本 书 可 作为 大 学 高 年 级 和 研究 生 阶 段 涉及 领域 的 相关 课程 的 教科 书 。 以 本 书 涵盖 的 

















议题 为 基础 ， 可 以 设计 开设 1/4 学 期 或 者 半 学 期 的 课程 。 
本 书 共 包 含 20 章 和 3 个 附录 。 前 三 章 可 认为 是 基础 知识 




















的 导论 性 讨论 。 





第 1 章 给 出 了 衍射 、 舍 里 时光 学 和 成 像 的 简要 介绍 ， 并 给 出 了 一 些 现代 技术 中 正在 


出 现 的 技术 实例 。 





第 2 章 综述 了 本 书 其 他 部 分 所 需要 的 线性 系统 理论 和 变换 理论 。 具 体 描述 了 连续 空 














间 的 全 里 时 变换 、 实 传 里 时 变换 及 其 性 质 ， 并 包含 一 些 例题 
KH: 附录 A 介 绍 了 脉冲 函数 ， 附 录 B 介绍 了 线性 矢量 空间 ， 
里 叶 变 换 、 离 散 傅 里 叶 变 换 和 快速 传 里 叶 变 换 (FFT). 




















其 他 涉及 的 主题 包含 在 附 
附录 C 介绍 了 离散 时 间 伟 








第 3 章 为 波 传 播 的 基础 知识 。 先 给 出 了 波 的 一 般 描 述 ， 并 介绍 了 各 种 类 型 的 波 。 接 








下 来 主要 介绍 了 电磁 波及 其 性 质 ， 并 特别 强调 了 平面 波 。 


























第 4 章 为 标量 衍射 理论 的 基础 知识 。 介 绍 了 玄 姆 霍 效 方程 、 平 面 波 角 谱 、 衍 射 的 菲 
涅 耳 - 基 尔 霍 夫 和 瑞 利 - 索 末 菲 理 论 。 这 些 理论 将 波 的 传播 描述 为 与 传 里 叶 变 换 密切 相关 




















的 线性 积分 变换 。 

















第 5 章 讨 论 了 菲 涅 耳 近 似 和 夫 琅 禾 费 近似 ， 其 允许 衍射 可 几 传 里 时 变换 的 方式 进行 
描述 。 作 为 这 些 近 似 的 特殊 应 用 领域 ， 还 介绍 了 具有 诸多 用 途 的 衍射 光栅 。 





衍射 通常 是 采用 前 向 波动 传播 的 方式 来 进行 讨论 的 ， 本 : 








WH 





第 6 章 反 其 道 而 行 之 ， 引 


入 了 诸 向 波动 理论 来 讨论 衍射 现象 ， 这 在 一 些 特定 类 型 的 成 像 方 法 和 光学 元 器 件 设计 的 
ARE EEE, KEF, HEPAT REAR BARA TA 








和 逆向 角 谱 表述 。 
IV 








前 述 章 节 介绍 的 方法 主要 对 靠近 波动 传播 方向 z 轴 的 波动 成 立 。 


il 
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换言之 ， 这 些 方 法 














的 结果 仅 在 波动 方向 与 z 轴 夹 角 很 小 的 时 候 精 确 。 而 且 当 距离 衍射 本 











ARUN AR, EE 


耳 衍 射 和 夫 琅 禾 费 衍 射 也 不 再 有 效 。 在 第 7 章 中 ， 采 用 了 一 种 新 方法 使 这 些 问题 得 到 了 





很 大 程度 的 解决 ， 这 种 新 方法 被 称 为 近 场 - 远 场 近似 (NFFA) 方法 。 











该 方法 主要 包含 两 








方面 内 容 : 第 一 个 是 包含 泰勒 级 数 展开 中 二 次 方 以 上 的 项 ， 第 二 个 是 推导 了 一 种 在 输出 
面 上 确定 半 规 则 采样 位 置 的 方程 ， 从 而 使 FET 仍 能 被 用 来 计算 波动 传播 。 因此 ，NFFA 
方法 的 计算 速度 快 ， 并 在 宽 角度 衍射 、 近 场 和 远 场 波动 计算 等 应 用 中 仍然 适用 。 

第 8 章 讨论 当 衍 射 孔 径 远大 于 波长 时 适用 的 几何 光学 。 透 镜 的 设计 经 常 采用 几何 光 



































学 来 进行 ， 本 章 给 出 了 薄 透 镜 和 厚 透 镜 的 光线 方程 及 其 传播 方程 ， 并 给 出 了 几何 光学 理 








论 与 波动 光学 理论 的 关系 。 
透镜 成 像 是 最 典型 的 成 像 方式 。 第 9 章 和 第 10 章 主 要 介绍 均 多 











媒质 中 的 透镜 成 像 ， 


并 将 此 成 像 过 程 转 化 为 线性 系统 。 第 9 章 讨 论 了 利用 二 维 传 里 叶 变 换 描述 的 相干 光 成 
像 。 同 时 还 讨论 了 相 衬 显 微 成 像 与 扫描 共 焦 显 微 成 像 这 两 种 重要 应 用 ， 以 此 体现 本 章 介 

















绍 的 理论 是 如 何在 实际 中 应 用 的 。 











第 10 章 是 第 9 章 的 延续 ， 主 要 介绍 了 准 单 色 波 的 透镜 成 像 。 阅 述 了 相干 成 像 和 非 
相干 成 像 ， 详 细 讨 论 了 包括 希 尔 伯 特 变换 和 人 解析 信号 在 内 的 一 些 理论 基础 。 同 时 还 介绍 




















了 光学 畸变 及 利用 泽 尔 尼克 多 项 式 进 行 的 畸变 估计 。 

















前 述 章节 介绍 的 均 为 成 像 理论 。 第 11 章 介绍 具体 应 用 中 的 问题 。 实 际 应 用 中 有 诸 
多 的 方法 ， 本 章 主 要 介绍 其 中 的 两 种 ， 分 别 是 照相 薄膜 和 胶片 ， 以 及 用 于 衍射 光学 的 电 





FRA, 





在 第 9 章 和 第 10 章 中 ， 传 播 介质 被 假设 为 均匀 媒质 〈 具 有 常数 折射 率 ) 。 第 12 章 





讨论 非 均匀 媒质 中 的 波 传播 问题 ， 此 时 波 传 播 的 数值 求解 变 得 更 加 








ME, REI T AE 





ATRIA PI NAME BH AB FOE HE, A | AER 


播 法 (BPM), RÆ 


一 种 用 来 求解 非 均匀 媒质 中 波动 传播 的 强 有 力 的 数值 方法 。 本 童 还 给 出 这 种 方法 的 应 用 











实例 : 一 种 允许 光 从 一 个 波导 转移 到 另 一 个 波导 的 定向 耦合 器 。 


第 13 章 讨 论 了 一 种 最 重要 的 三 维 成 像 技 术 一 一 全 息 术 。 本 章 搞 述 了 用 来 分 析 全 息 





成 像 、 放 大 率 、 畸 变 等 的 最 基本 的 全 息 方法 。 





第 14 章 主 要 介绍 了 衍射 光学 器 件 (DOE) 、 新 型 成 像 方法 和 








波长 尺度 的 衍射 现 





象 。 同 时 还 讨论 与 信号 或 图 像 处 理 和 和 迭代 优化 技术 相关 的 内 容 。 这 些 技术 对 前 述 章节 也 
具有 非常 重要 的 意义 ， 特 别 是 当 光 学 图 像 被 进一步 进行 数字 处 理 的 时 候 。 

















接 下 来 的 两 章 讨 论 了 衍射 光学 ， 包 括 利 用 数字 计算 机 制作 全 息 
以 及 采用 物理 的 方法 即 采用 记录 系统 生成 DOE。 在 一 些 约束 条 件 下 








图 ( 常 称 为 DOE)， 
进行 DOE 设计 及 实 


现 ， 涉 及 对 入 射 波 的 幅 值 和 相位 进行 编码 ， 这 是 一 种 从 通信 工程 中 引入 的 思路 。 这 种 方 
法 非常 多 ,第 15 章 首先 介绍 了 罗曼 法 ,这 是 历史 上 第 一 种 此 类 编码 方法 。 接 下 来 介绍 
了 在 许多 成 像 中 (如 三 维 成 像 ) 非常 有 用 的 两 种 方法 ,一 种 是 单 幅 图 像 全 息 术 ， 通 过 对 
幅 值 和 相位 的 采样 以 及 非 线 性 编码 ， 其 可 以 仅 产 生 所 需要 的 图 像 ， 而 将 高 阶 衍射 图 像 抑 

















制 掉 。 本 章 最 后 一 节 介 绍 了 DOE 用 作 平 面 透 镜 的 二 元 光学 器 件 




















二 元 菲 涅 耳 波 带 片 。 


第 16 章 是 第 15 章 的 延续 。 本 章 介 绍 了 DOE 编码 的 新 方法 及 其 改进 。 第 14 章 中 讨 
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论 过 的 凸 集 投影 法 (POCS) 在 本 章 中 被 用 来 进行 DOE 编码 。 此 外 还 讨论 了 一 些 其 他 方 





法 ， 包 括 实施 更 为 简单 的 虚拟 全 息 术 ， 利 用 POCS 来 进行 子 全 息 图 优化 的 交叉 迭代 技术 
(HT)， 利 用 FFT 的 频率 抽取 特性 对 IT 进行 改进 的 ODIFIIT， 以 及 可 得 到 更 高 精度 的 混 


合 罗 曼 -ODIFIIT 法 。 


第 17 章 和 第 18 章 主 要 介绍 计算 成 像 技术 的 。 第 17 章 介 绍 了 第 一 种 计算 成 像 技术 
合成 孔径 雷达 (SAR) 。 在 某 些 方面 ， 原 始 SAR 
和 衍射 原理 ， 例 如 菲 涅 耳 近似 的 利用 ， 








码 ， 才 能 重 构 地 面 地 形 


第 18 章 涵 盖 了 计算 成 像 的 第 二 部 分 




















图 像 与 DOE 图 像 类 似 ， 也 涉及 光学 
只 有 经 过 进一步 处 理 ， 或 者 更 确切 的 说 法 是 解 

















的 图 像 。 利 用 SAR 得 到 的 图 像 在 地 球 遥 感 中 非常 有 用 。 























计算 机 断层 扫描 (CT), CT 的 理论 基础 是 





与 传 里 叶 变 换 具 有 “近亲 ”关系 的 拉 冬 变换 。 投 影 切片 理论 给 出 了 如 何 利 用 投影 的 一 维 
里 叶 变 换 平面 上 产生 图 像 谱 的 切片 。CT 是 高 度数 值 化 的 ， 在 本 


WE ZARE ER 


章 的 剩余 部 分 中 将 给 出 














它 的 一 些 图 像 重 构 的 算法 。 





光学 传 里 叶 变 换 技 术 在 光 通 信和 光 网 络 中 已 变 得 非常 重要 。 第 19 章 介 绍 了 用 于 密 
的 阵列 波导 光栅 CAWG), AWG 也 被 叫 作 相 控 阵 (PHASAR ) ， 
制 成 的 成 像 器 件 。 波 导 尺 寸 是 不 同 的 ， 且 差别 为 中 心 波长 的 整数 


集 波 分 复 用 (DWDM) 
它 是 一 种 采用 阵列 波导 
m fie, BARA DL MAE 48 




















来 。 这 就 是 采用 波导 而 
涉 ， 通 过 波导 在 输出 平 
是 一 种 被 采样 的 器 件 。 
数 。 接 下 来 本 章 还 讨论 
































波导 间 得 到 大 的 相位 差 。 整 数 m 
分 辨 能 力 的 相 控 阵 器 件 是 合 到 


























了 一 种 解决 上 述 问 题 的 方法 


MISZC 方法 源 于 第 1 章 所 讨论 的 单 图 全 息 术 。 
光 的 波长 小 时 ， 标 量 衍射 理论 给 出 的 结果 将 不 再 精确 。 此 时 需要 
数值 求解 ， 目 前 已 经 有 了 一 些 求解 方法 ， 如 有 限 差 分 、 傅 里 叶 模 
两 种 方法 在 第 20 章 中 进行 了 讨论 。 首 先 采 用 克 尼 二 氏 法 ， 把 第 
12.4 节 讨 论 的 傍 轴 BPM 写成 有 限 差分 形式 ， 然 后 讨论 利用 帕 德 近似 得 到 的 宽 角 度 BPM, 





当 孔 径 尺 寸 比 入 射 
对 麦克 斯 市 方程 组 进行 
式 分 析 和 有 限 元 法 。 前 








最 后 一 节 重 点 介绍 了 时 
作者 在 世界 各 地 的 


























域 有 限 差 分 法 和 传 里 时 模式 法 。 





E 的， 意味 着 波长 的 微小 变化 也 可 以 在 输出 面 上 被 分 辨 
不 是 采用 自由 空间 的 原因 。 然 而， 由 于 这 些 波长 之 间 不 会 发 生 1 
面 上 生成 不 同 波长 的 点 的 像 ， 利 用 的 正 是 衍射 ， 这 与 DOE 类 似 ， 
并 且 这 些 点 的 像 以 一 定 的 间隔 重复 ， 这 限制 了 用 于 成 像 的 波长 








相当 大 ,例如 可 达到 30， 这 对 高 








mo Ee 

















不 规则 采样 零 交 又 法 (MISZC ) 。 
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1.1 本 章 引 论 


当 光 场 通过 “障碍 物 ” 时 ， 光 场 的 表现 不 能 简单 地 用 一 些 光线 来 描述 。 例 如 ， 当 一 束 
平面 波 穿 过 某 个 孔径 时 ,一 些 光波 偏离 了 原来 的 传播 方向 ， 传 播 的 光 场 在 尺寸 和 形状 上 都 不 
同 于 最 初 透 过 该 孔径 的 光 场 分 布 。 这 种 光 偏 离 直 线 传 播 的 现象 被 称 之 为 衍射 。 

波 的 传播 过 程 包含 衍射 。 衍 射 发 生 于 任何 一 种 波 的 传播 过 程 中 ， 人 例如， 电磁 波 、 声 波 、 
无 线 电波 、 超 声波 以 及 海浪 等 。 本 书 主 要 研究 的 是 电磁 波 ， 研 究 结 果 也 可 以 直接 应 用 于 其 他 
类 型 的 波 。 

由 于 成 像 系统 的 光学 分 辨 率 取决 于 衍射 效应 ， 因 此 在 过 去 的 光学 设计 中 ， 衍 射 通常 被 认 
为 是 一 种 干扰 。 模 拟 全 息 技 术 (在 20 世纪 40 年 代 得 到 演示 、20 世纪 60 年 代 得 到 实用 )、 
合成 孔径 雷达 (20 H 60 年 代 ) 、 计 算 全 息 与 相 息 图 ， 以 及 更 具 一 般 意义 的 衍射 光学 元 件 
(20 世纪 60 年 代 后 期 ) 的 大 力 发 展 ， 标 志 着 基于 衍射 的 光学 器 件 发 展 的 开端 。 近 年 来 ， 衍 
射 与 折射 光学 右 件 的 结合 ， 例 如 ， 采 用 衍射 光学 校正 的 折射 透镜 ， 显示 出 光学 设计 达到 了 一 
个 新 的 阶段 。 
傅 里 叶 光 学 研究 包括 连续 空间 与 离散 空间 的 傅 里 叶 变换 相关 的 光学 课题 及 其 应 用 。 因 
此 ,标量 衍射 理论 是 侍 里 叶 光 学 的 一 部 分 。 在 傅 里 叶 光 学 的 其 他 重要 课题 中 ,我 们 分 析 论 证 
了 透镜 的 伟 里 叶 变 换 和 成 像 特 征 、 光 学 成 像 系 统 的 频率 分 析 、 空 间 滤 波 与 光 信 息 处 理 、 模 拟 
与 计算 全 息 、 衍 射 光 学 器 件 (Diffractive Optical Element, DOE) 的 分 析 与 设计 以 及 最 新 的 成 
像 技 术 。 

现代 衍射 、 成 像 理 论 ， 特 别 是 依赖 于 傅 里 时分 析 与 合成 技术 的 相关 理论 ， 已 成 为 理解 、 
分 析 与 合成 现代 成 像 、 光 通信 与 网 络 、 微 / 纳 设备 与 系统 必 不 可 少 的 工具 。 一些 典型 的 应 用 
包括 断层 摄影 术 、 核 磁 共振 成 像 、 合 成 孔径 雷达 (Synthetic Aperture Radar, SAR), FHA 
成 孔径 雷达 、 共 焦 显 微 镜 ， 另 外 包括 应 用 在 通信 与 网 络 设备 中 的 器 件 ， 例 如 ， 光 纤 与 集成 光 
路 中 的 定向 耦合 器 、 超 短 光 脉冲 分 析 技 术 、 计 算 全 息 技术 、 模 拟 全 息 、 衍 射 光 学 器 件 、 光 
栅 、 波 带 片 、 光 学 与 微波 相 控 阵 以 及 利用 电磁 波 的 无 线 系统 。 

微 纳 光学 在 许多 方向 上 处 于 飞速 发 展 并 产生 新 成 果 的 阶段 。 在 该 领域 中 ,衍射 变 得 越 来 
越 重 要 。 当 感 兴趣 的 波长 与 衍射 源 的 尺寸 相当 其 至 小 于 衍射 源 的 尺寸 时 ， 所 有 的 波动 现象 都 
受 衍射 的 制约 。 显 然 ， 技 术 的 发 展会 越 来 越 注重 尺寸 更 加 微小 的 设备 和 系统 。 由 于 系统 的 复 
杂 度 增加 ， 采 用 衍射 来 检测 和 分 析 这 些 系统 将 成 为 一 种 主要 的 方法 。 

在 更 先进 的 计算 机 技术 中 ， 在 极端 高 速 的 情况 下 ， 采 用 传统 的 基于 电子 线路 的 时 钟 与 同 
步 通信 方法 的 设计 将 难以 继续 发 展 。 逐 渐 增 加 的 复杂 度 使 采用 光 互 联 的 需求 进一步 增加 ， 当 
前 这 种 情况 已 经 在 具有 非常 复 林 的 集成 电路 的 计算 机 工业 中 出 现 了 ， 看 来 只 有 光学 技术 才能 
满足 日 渐 复 杂 的 微 处 理 需 需求 的 时 代 已 经 来 临 。 原 因 很 简单 ， 相 对 电子 传输 ， 光 子 不 需要 受 
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传统 电路 中 铜 线 的 限制 。 

一 些微 电子 实验 仪器 设备 ， 例 如 ， 扫 描 电 子 显微镜 、 反 应 离子 刻 蚀 设备 等 ， 对 于 现代 微 
纳 制 造 与 测试 将 变 得 越 来 越 重要 。 而 采用 衍射 的 方法 测试 这 些 技术 获得 的 事件 是 一 种 非常 
有 益 的 应 用 。 与 其 他 光学 与 数字 信号 处 理 设备 相 结合 ， 使 相机 拍摄 图 像 数 字 化 并 进一步 进行 
图 像 处 理 变 成 了 现实 ， 从 而 能 够 处 理 不 同 种 类 的 复杂 微 纳 系统 产生 的 衍射 图 像 。 同 时 ， 这 种 
技术 在 实现 衍射 兴学 器 件 方面 也 最 有 竞争 力 。 

综 上 所 述 ， 伟 里 叶 及 相关 变换 与 衍射 技术 在 科学 技术 的 诸多 不 同 领域 中 都 具有 广阔 的 应 
用 ,特别 是 在 成 像 、 通 信 与 网 络 等 相关 领域 中 。 由 于 系统 经 常 被 视 为 线性 系统 ， 线 性 系统 理 
论 在 分 析 中 变 得 十 分 重要 。 可 利用 卷 积 技术 ， 采 用 传 里 叶 变换 来 进行 系统 分 析 。 

































































1.2 日 益 重 要 的 应 用 举例 


随 着 上 述 技 术 的 成 熟 与 系统 尺寸 的 缩小 ， 这 些 技术 产生 了 很 多 日 益 重 要 的 应 用 。 下 面 详 
细 介 绍 近 期 出 现 的 一 些 特例 。 


1.2.1 密集 波 分 复 用 (DWDM) / 解 复 用 


多 频谱 通信 、 网 络 与 计算 等 现代 技术 已 经 被 越 来 越 多 地 光学 化 。 例 如 ， 在 通信 与 联网 的 
新 近 进 展 中 ， 由 于 对 频道 (波长 ) 需求 的 增长 ， 密 集 波 分 复 用 (Dense Wavelength Division 
Multiplexing, DWDM) / 解 复 用 技术 变 得 更 加 重要 。 

DWDM 技术 为 解决 通信 与 网 络 的 容量 与 灵活 性 问题 提供 了 一 个 新 的 方向 。 该 技术 提供 
了 非常 大 的 传输 容量 和 新 的 网 络 体系 结构 。DWDM 系统 的 主要 组 件 包括 波长 多 路 复 用 器 和 
解 复 用 器 。 商 业 上 可 用 的 光学 器 件 是 基于 光纤 和 微 光学 技术 的 。 对 于 集成 兴学 多 路 复 用 器 
(HERE) 的 研究 越 来 越 多 地 集中 在 基于 光栅 与 基于 相 控 阵 (Phased-array，PHASAR ) 
(也 是 所 谓 的 阵列 波导 光栅 ) 的 器 件 上 。 它 们 都 是 成 像 设 备 ， 即 将 输入 波导 的 场 分 布 用 色散 
的 方法 成 像 在 一 个 输出 波导 阵列 上 。 在 基于 光栅 的 器 件 中 ， 一 个 垂直 蚀刻 的 反射 光栅 为 解 复 
用 提供 聚焦 与 色散 特性 ; 在 基于 相 控 阵 的 器 件 中 ， 这 种 特性 由 波导 阵列 提供 ， 根 据 所 需要 的 
成 像 与 色散 特性 选择 合适 的 波导 阵列 长 度 。 由 于 相 控 阵 器 件 采用 传统 的 波导 技术 实现 ， 不 需 
要 基于 光栅 器 件 中 的 垂直 蚀刻 步骤 ， 因 此 其 具有 更 好 的 鲁 棒 性 和 制造 中 的 容错 性 。 这 些 设 备 
在 很 大 程度 上 都 是 基于 衍射 的 。 


1.2.2 光学 与 微波 DWDM 系统 

对 于 光学 与 无 线 微波 相 控 阵 密集 波 分 复 用 系统 的 技术 研究 也 正在 迅速 发 展 ， 由 微波 阵列 
天 线 提供 复 用 / 解 复 用 在 无 线 通 信 中 变 得 越 来 越 普 遍 。 光 学 器 件 的 应 用 ， 则 能 够 产生 更 大 的 
带宽 ， 更 小 的 尺寸 和 重量 ， 以 及 对 电磁 干扰 和 串扰 的 高 免疫 性 。 
1.2.3 衍射 与 亚 波长 光学 元 件 

传统 的 光学 器 件 如 透镜 、 反 射 镜 及 棱镜 等 都 是 基于 光 的 反射 与 折射 特性 的 。 相 反 地 ， 采 
用 浮 对 形式 存在 的 衍射 光学 吉 件 ， 是 基于 光 的 衍射 原理 工作 的 。 这 种 需 件 在 许多 应 用 中 变 得 
越 来 越 重 要 。 
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20 HE 70 年 代 集成 电路 的 革命 性 发 展 ， 导 致 光波 长 级 别 的 衍射 器 件 得 以 实际 应 用 。 光 
学 与 电子 束 光 刻 技术 的 发 展 ， 人 允许 在 抗 蚀 材料 上 生成 高 分 辩 率 的 复杂 条 纹 。 干 法 刻 蚀 技术 使 
得 通过 具有 精细 线条 纹 与 尖锐 边缘 的 表面 浮雕 来 控制 相位 成 为 可 能 。 金 刚 石 切削 机 器 与 激光 
写 人 技术 的 进展 为 构造 高 精度 的 衍射 光学 器 件 提供 了 新 的 途径 。 

近年 来 ， 商 业 化 的 基于 唱片 的 纳米 加 工 技术 ， 为 一 种 新 的 光学 器 件 的 产生 提供 了 可 
能 WK KG AE (Subwavelength Optical Element，SOE ) 。 由 于 具有 比 光 的 波长 小 很 多 
的 结构 ， 光 与 具有 如 此 精细 表面 结构 的 器 件 的 相互 作用 的 物理 过 程 ， 产 生 了 一 种 新 的 光 处 理 
函数 的 重组 编排 〈 分 布 ) 。 与 现 有 的 许多 技术 相 比 ， 这 种 新 的 分 布 具有 更 高 的 密度 、 更 好 的 
鲁 棒 性 、 更 高 层次 的 整合 性 ， 能 够 从 根本 上 改变 现 有 的 光学 系统 设计 。 


1.2.4 纳米 尺度 衍射 器 件 与 严格 衍射 理论 


这 种 器 件 物理 学 上 需 严 格 地 应 用 麦克 斯 韦 方 程 的 边界 条 件 来 描述 光 与 该 结构 的 相互 作 

Fl, 例如， 在 电信 使 用 的 980 ~ 1800nm 的 光波 上 ， 要 求 这 种 器 件 结构 尺寸 在 几 十 到 几 百 纳 
米 的 级 别 。 在 这 种 尺度 的 低 端 ， 将 会 发 现 单 电子 或 者 量子 效应 。 在 许多 实际 应 用 中 ， 亚 波长 
结构 作为 纳米 衍射 光栅 ， 其 与 人 射 光 产生 互 作用 可 以 利用 严格 的 衍射 光栅 理论 和 前 面 提 到 的 
麦克 斯 韦 边 界 条 件 来 建 模 。 
民 管 这 种 光学 效应 近年 来 已 有 研究 ， 但 是 这 种 光学 需 件 昂贵 的 工业 制造 尚 难以 实现 。 在 
实验 环境 中 构建 亚 波 长 光栅 结构 需要 高 能 技术 ， 例 如 ， 电 子 束 (E-beam) 平版 印刷 术 。 
E-beam 设 备 现在 能 够 产生 直径 5 ~ 10nm 的 点 ， 因 此 ， 能 够 曝光 线 宽 在 0. lum 或 100nm 的 
条 纹 。 

“全 光 系 统 ” 的 出 现 很 大 程度 上 依赖 于 新 技术 。 这 些 新 的 技术 将 系统 从 数据 率 、 带 宽 、 
反应 时 间 、 信 息 损失 、 成 本 以 及 协议 〈 带 有 光电 转换 的 光学 系统 协议 ) 中 解放 出 来 。 另 外 ， 
新 的 技术 ， 如 基于 微 电 机 械 系统 (Microelectro Mechanical System, MEMS) 的 微 镜 ， 人 允许 在 
光路 外 进行 光学 开关 控制 ， 由 此 电子 与 光学 参数 才能 够 独立 地 进行 调整 以 实现 全 局 最 优 。 针 
对 这 些 需 件 衍 射 的 研究 对 于 新 系统 、 新 技术 的 发 展 也 将 同样 重要 。 


1.2.5 现代 成 像 技术 


如 果 一 个 成 像 系 统 的 源 场 〈 光 场 、 电 磁场 ) 具有 空间 相干 的 特性 ， 则 该 源 场 被 称 为 相 
王 场 ， 同 时 可 以 被 描述 为 复 振幅 的 空间 分 布 。 例 如 ， 全 县 就 是 一 种 相干 成 像 技 术 。 如 果 源 场 
不 具有 空间 相干 性 ， 则 被 称 为 非 相 干 场 ， 可 以 被 描述 为 实数 亮度 值 的 空间 分 布 。 激 光 与 微波 
通常 代表 相干 成 像 的 源 场 ， 因 此 ， 傅 里 叶 变换 与 衍射 对 于 理解 成 像 非 常 重要 。 太 阳光 通常 代 
表 非 相干 光源 ， 非 相干 成 像 同 样 可 以 用 傅 里 叶 技 术 进 行 分 析 。 

许多 现代 计算 机 成 像 技 术 在 图 像 重 构 过 程 中 严重 依赖 储 里 叶 变 换 及 相关 的 计算 算法 ， 如 
成 孔径 雷达 、 投 影 重 构图 像 (包括 CT、 磁 共振 成 像 、 共 焦 显微镜 、 共 焦 扫 描 显 微 术 等 ) , 
都 属于 此 类 技术 。 
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2.1 本 章 引 论 





衍射 与 成 像 过 程 经 常 被 建 模 为 线性 系统 。 首 先 ， 一 个 系统 是 一 个 输入 -输出 的 映射 。 也 
就 是 说 ， 给 系统 一 个 输入 ， 系 统 会 生成 一 个 输出 。 例 如 ， 在 一 个 衍射 和 成 像 问题 中 ,输入 和 
输出 分 别 是 一 个 在 输入 平面 的 波 和 为 一 个 与 距 输 入 平面 有 一 定 距离 的 对 应 的 衍射 波 。 

光学 系统 与 通信 系统 是 非常 相似 的 。 两 种 系统 的 首要 目的 是 采集 和 处 理 信 息 。 通 信 系统 
处 理 的 语言 是 一 维 信号 (1-D)， 而 图 像 是 二 维 信号 (2-D)。 一 维 信 号 是 典型 的 时 间 信 号 ， 
而 二 维 信号 是 典型 的 空间 信号 。 例 如 ， 一 个 采用 了 激光 光束 的 光学 系统 具有 空间 相干 性 。 这 
样 ， 信 号 可 以 被 描述 为 2-D 或 者 3-D 复 值 幅度 场 。 空 间 相 干 性 对 于 观察 衍射 是 十 分 必要 的 。 
普通 照明 (例如 白昼 ) 信号 不 具有 空间 相干 性 ， 因 此 普通 照明 信号 被 描述 为 2-D 空间 的 实 
值 的 亮度 。 

对 线性 的 时 间 不 变 与 空间 不 变 的 通信 与 光学 系统 ， 经 常 采用 传 里 叶 变 换 来 进行 频率 分 
析 。 非 线性 光学 元 件 如 照相 胶片 与 非 线性 电子 元 件 如 二 极 管 ， 也 具有 相似 的 输入 一 输出 
特性 。 

在 两 种 系统 中 ， 传 里 叶 技术 同样 可 用 于 系统 的 合成 。 一 个 典型 的 例子 是 二 维 滤波 。 理 论 
上 ， 光 学 匹配 滤波 器 、 光 学 图 像 处 理 技术 与 通信 和 信号 处 理 系 统 中 的 匹配 滤波 器 、 图 像 处 理 
技术 是 相似 的 。 

本 章 讨 论 了 与 衍射 、 光 学 成 像 有 关 的 线性 系统 理论 和 傅 里 叶 变换 理论 ， 以 及 相关 领域 。 
本 草包 含 8 个 小 节 。 在 2. 2 节 中 强调 了 线性 系统 的 特性 ， 特 别 是 卷 积 与 平移 不 变性 。 在 2.3 
节 中 介绍 了 1-D 传 里 叶 变 换 和 连续 空间 傅 里 叶 变 换 (在 本 书 的 其 他 部 分 中 简称 为 傅 里 叶 变 
换 (FT))。2.4 节 给 出 了 健 里 叶 变 换 存在 的 条 件 。 在 2.5 节 ， 对 傅 里 叶 变 换 的 特性 进行 
了 总 结 。 

到 目前 为 止 ， 讨 论 的 傅 里 叶 变换 都 具有 复 指数 变换 核 。 我 们 可 以 把 傅 里 叶 变换 定义 为 一 
个 利用 余弦 和 正弦 核 函 数 的 实 变换 ， 实 传 里 叶 变换 有 时 更 加 具有 实用 性 。 在 2.6 节 讨 论 了 
1-D 实 传 里 叶 变换 。 在 2.7 节 定 义 了 1-D 传 里 叶 变 换 的 振幅 谱 和 相位 谱 。 

2-D 信号 经 常 具有 圆 对 称 特性 ， 特 别 是 在 光学 与 波 的 传播 应 用 中 。 在 这 种 情况 下 ， 传 里 
叶 变 换 变 成 了 柱 面 坐标 下 的 汉 克 尔 变换 。 在 本 童 的 2.8 节 中 ， 将 讨论 汉 克 尔 变换 。 













































































































































































































































































2.2 线性 系统 与 平移 不 变性 


线性 系统 允许 将 复杂 信号 分 解 成 许多 基本 信号 的 组 合 ， 这 些 基 本 信号 称 为 基 元 信号 。 在 
傅 里 叶 分 析 中 ， 基 元 信号 或 函数 是 正弦 函数 。 

在 一 个 线性 系统 中 ， 一 个 给 定 的 输入 对 应 一 个 唯一 的 输出 。 但 是 ， 多 个 不 同 的 输入 可 以 
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对 应 相同 的 输出 。 因 此 ， 这 种 对 应 关系 可 以 是 一 对 一 ， 也 可 以 是 多 对 一 。 

图 2.1 给 出 了 一 个 二 维系 统 ， 其 中 , u(x,y) 是 输入 

fas, g(x,y) 是 输出 信号 ， 数 学 上 ， 系 统 可 以 被 表示 为 

g(x,y) =OLu(x,y)] (2.2-1) 

在 连续 空间 ，0OL + ] 是 一 个 算 符 , 将 输入 映射 成 输出 。 

在 离散 空间 ， 点 (x,y) 被 采样 为 [Ax m, Ayn], HP 

Ax 和 Ay 是 在 两 个 方向 上 的 采样 间隔 。[ Ax* m, Ayen] 可 以 被 简单 地 表示 为 [m,n] ， 系 统 
可 以 写 为 











ql 


u(x, y) 





图 2.1 系统 结构 图 





glm,n] =O[u[m,n] | (2.2-2) 
EPR, 考虑 连续 空间 的 情况 。 对 于 一 个 线性 系统 ， 如 果 以 两 个 输入 u (x,y) 和 
u(x,y) 的 任意 线性 组 合作 为 输入 ， 系 统 将 把 它们 各 自 的 输出 gj (x,y) 和 g,(x,y) 同样 进行 
线性 组 合 输出 。 该 特性 称 为 厂 加 原理 ， 写 为 
Olau, (x,y) ta (x,y) ] =aOLu (x,y) | +aOlL u(x,y)] (2.2-3) 
HF, a, fila, 是 标量 。 在 离散 线性 系统 中 ， 上 面 的 (x,y) 被 (myn) 代替。 
假设 在 (x,y) 处 的 输入 为 8 函数 8(x ,7 ) (参考 附录 A 中 关于 5 函数 的 讨论 ) ， 在 
(x,y) 处 的 输出 定义 为 
h(x,y;x%1,y1) =O[8(x-x,,¥-y) J (2.2-4) 
h(x,y;X1,Y1) 被 称 为 系统 的 脉冲 响应 〈 点 扩散 函数 ) 。 
5 函数 的 筛选 性 质 允 许 任意 的 输入 (x,y) 表示 为 


u(ayy) = 人 wy) BC = my — yi) dedy, (2.2-5) 


此 时 ,输出 函数 可 以 表示 为 
g(x,y) = OL u(x,y)] 


3 J uay OL dC 1, - y1) ddy, (2.2-6) 


= | ula AC yix y) deidy, 

MPRA “BIA”, WHE, 8 函数 对 应 于 一 个 点 源 。 著 加 积分 告诉 我 们 ， 
我 们 要 描述 系统 ， 就 需要 知道 系统 在 感 兴趣 平面 上 对 所 有 点 源 的 响应 。 

如 果 一 个 系统 输入 的 平移 会 产生 相同 的 输出 平移 ， 则 称 之 为 空间 不 变 或 者 是 平移 不 变 的 
线性 成 像 系统 ， 对 于 在 原点 的 一 个 点 源 ， 一 个 平移 不 变 系统 的 输出 可 以 写 为 

h(x,y;0,0) =O[8(x,y) | (2. 2-7) 

如 果 输 入 平移 为 8( -x,, -y)， 该 平移 不 变 系 统 的 输出 一 定 是 h(x -x,,¥ -7,30,0), 

这 种 现象 经 常 被 简写 为 


























A(%,y3% ,1) =h(x =x%1,y =y1) (2. 2-8) 
IER, Ae NAR oy ae 
glay) = Jun nae my = yi) dedy, (2.29) 
采用 变量 代 换 ， 上 式 可 以 表示 为 
ely) = hy us -asy = y1) dudy, (2.2-10) 
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这 和 h(x,y) 与 u(x,y) ERER g(x,y) 是 一 致 的 。 其 可 以 被 写成 
g(x,y) =h(x,y) *u(x,y) (2. 2-11) 
这 个 结果 的 重要 意义 在 于 个 线性 平移 不 变 (Linear Shift-invariant, LSI) 系统 可 以 通 
过 卷 积 进行 运算 。 这 样 ， 卷 积 定理 可 以 用 于 表示 系统 的 输入 输出 关系 
GY,» S) SEG f) SUG fe) (2. 2-12) 
RP, CG), AGS) MUGS) 分 别 是 g(x,y)， h(x,y) Mu(x,y) 的 傅 里 叶 变换 。 
寺 里 叶 变 换 将 在 下 节 中 进行 讨论 。H(f.,f,) 由 下 式 给 出 


HG f) = hy) er dedy (2. 2-13) 


上 式 被 称 为 系统 的 传递 函数 。 
在 离散 空间 系统 中 ， 著 加 积分 变 成 了 钱 加 求 和 ， 表 示 为 



































= 























gl m,n] = > > ul mn |h[ m,nsm, ,n, | (2.2-14) 
在 离散 空间 线性 平移 不 变 系统 中 ， 卷 积 积分 变 成 了 卷 积 求 和 ， 即 
g[m,n] = oo Pe Am -m,,n -1n,] (2.2-15 ) 
上 式 同 样 可 以 表示 为 
glm,n] = 2 > h|m ni ]uļlm -m,n -n | (2. 2-16) 
离散 空间 线性 平移 不 变 系 统 的 传递 丽 数 是 脉冲 响应 的 离散 空间 传 里 叶 变换 ， 表 示 为 
Coen a > PUE (2.2417) 


其 中 ， 卷 积 定理 同样 在 公式 (2. 2- 12) 中 给 出 。 
2.3 连续 空间 傅 里 时 变换 
线性 性 质 的 特征 是 允许 复杂 信和 号 被 分 解 成 为 许多 基本 信和 号 的 组 合 ， 这 些 基本 信和 号 经 常 被 


称 为 基 元 信和 号， 在 傅 里 叶 分 析 中 ， 基 元 信号 或 函数 是 正弦 孔 数 。 
对 于 信号 u(t1)，-% <t<% ,其 1-D 傅 里 叶 变 换 定义 为 





















































U.N = | u(s)e af (2.3-1) 
(AL BEA FE ETER ex 的 角度 来 表示 wu(1) 的 ， 定 义 为 
u(t) =] UA (2.3-2) 


公式 (2.3-1) 被 称 为 分 析 方程 ， 而 公式 (2.3-2) 被 称 为 合成 方程 。 
多 维 (Multidimensional, MD) 傅 里 叶 变 换 可 变 成 一 组 可 分 离 的 一 维 变换 ， 因 为 其 傅 里 
叶 变 换 核 在 每 个 方向 上 是 可 分 离 的 。 例 如 ， 二 维 伟 里 叶 变 换 核 5(x,y, f., f,) 可 以 表示 为 










































































b(x,9, fio f,) =b, fa) bay, fy) (2.3-3) 
bC+,+) 中 的 i 为 1 或 者 2， 是 一 维 傅 里 叶 变 换 核 。 
信号 u(x,y)，-% Sx, y 夺 ww ， 其 二 维 传 里 叶 变换 定义 为 
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UG. h) = J. ulay) eR dedy (2.3-4) 
P, f MS 分 别 对 应 于 * 与 y 方向 上 的 空间 频率 。 
二 维 傅 里 叶 逆 变换 定义 为 
u(x,y) = 三 UG fer Af df, (2. 3-5) 


2.4 ” 侍 里 叶 变 换 的 存在 条 件 


傅 里 叶 变 换 存在 的 充分 条 件 总 结 如 下 : 
A. 在 无 穷 空间 内 ， 信 和 号 必须 是 绝对 可 积 的 ; 
B. 在 任意 有 限 的 子 空 间 内 ， 信 号 必须 只 有 有 限 个 间断 点 和 有 限 个 极 大 值 点 和 极 小 值 点 。 
C. 信号 必须 没有 无 穷 大 (小 ) 的 间断 点 。 
如 果 需 要 ， 这 三 个 条 件 中 的 任意 一 个 条 件 都 可 以 减弱 。 例 如 ， 通 常用 二 维 狄 拉克 6 函数 
表示 强 而 罕 的 脉冲 ， 其 表示 式 如 下 : 























S(x,y) = lim Ne (2.4-1) 
这 个 函数 不 满足 条 件 C。 下 面 另外 两 个 函数 不 满足 条 件 A: 
u(x,y) =1 
u(x,y) =cos2af,x (2. 4-2) 





对 于 这 些 函 数 ， 其 健 里 叶 变 换 仍然 可 以 用 上 述 非 协作 广义 函数 如 6 函数 、 以 极限 方式 来 
定义 ， 这 通常 被 称 为 广义 傅 里 时 变换 。 








例 2.1 根据 2D 5 函数 定义 ， 计 算 其 傅 里 时 变换 。 


解 : S 
u(x,y) = Ne rt) 
Otay) = ey) 
我 们 可 以 写成 


Ulf, fp) =@- "+ 
ELAS, S) 为 在 Nw 极限 上 的 传 里 叶 变 换 ， 得 到 
ACh. fy) = lim UQ, fy) =1 








2.5 BEHEER 



































2-D (SEARRE FE I AR PRA E Th BEE SOE AR B T RARA 
如 果 一 个 信号 u(x,y) 满足 











u(x,y) =u( -x%, -¥) (2. 5-1) 
那么 这 个 函数 为 偶 函 数 。 如 果 u(x,y) 满足 
u(x,y) = -u( -x, -y) (2. 5-2) 
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那么 这 个 函数 是 奇 函 数 。 
如 上 的 定义 显示 其 具有 二 重 对 称 性 ， 可 以 将 其 扩展 到 二 维 空间 的 四 重 对 称 。 
下 面 列 出 侍 里 叶 变 换 的 性 质 。 
性 质 1: 线性 性 质 
如 果 g(x,y) =au (x,y) +bu, (x,y), ABA 
Css F) =U Fs F) +U Go Sy) (2.5-3) 












































性 质 2: 卷 积 定理 
如 果 g(x,y) =u (x,y) * u (x,y), MBA 
G F) =U es f) Uf, Sy) (2.5-4) 
性 质 3: 相关 性 质 
相关 与 卷 积 是 相似 的 ，ui (x,y) 与 w(x,y) 的 相关 定义 为 


g(x,y) = [| u(y us + x,y + yi )da,dy, (2.5.5) 
WR g(x,y) =u (x,y) ua(x,y)， 其 中 。 代 表 2-D HE, IWA 
本 人 (2.5-6) 


性 质 4: 调制 性 质 
如 果 g(x,y) =u (x,y)u, (x,y), ABA 
Cade EE Gos A) SE e F) (2. 5-7) 

















性 质 5: 可 分 离 性 质 
如 果 g(x,y) =u (x)u (y), WBA 
GH., f) =U, fh) UF) (2. 5-8) 
性 质 6: 平移 性 质 
如 果 g(x,y) =u (x -xy 和)， 那 么 
GU f) =e GOO :UP (2.5.9) 

















性 质 7: 频 移 性 质 
如 果 g(x,y) = eTo tho) 。 u(x,y), 那么 
CU ad) SUQ, -fo, Jy -fn) (2. 5-10) 

性 质 8: 空间 域 微 分 运算 
如 果 g(x,y) = (d'/ax") (a'/dy')ulx,y), BBA 

GC., F) = Tif) Tf Uf, Fp) (2. 5-11) 
性 质 9， 频 域 微 分 运算 
如 果 g (x, y) =( -j2mxz)”(-j2my) (x, y), BA 

















Cf) -2 TUS (2. 5-12) 
性 质 10: 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 定理 
人 ur) (x,y) dedy = 三 VC Je Uaioe, (2. 5-13) 
性 质 11: 对 实 函 数 vx(x,y) 
Ue, Pau (-f,, -f,) (2. 5-14) 
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性 质 12: 对 实 偶 函 数 u(x,y) 





V(A, 广 ) 同 样 是 实 偶数 
质 13: WRAP u(x,y) 


q 


HF 


Ulf., f) 是 虚 奇 数 
性 质 14: 空间 域 拉 普 拉 斯 算 子 


如 果 g(x,y) = (ge tae eer) , IBA 
CG h) = aw Gt )UGe 

















性 质 15: 频 域 拉 普 拉 斯 算 子 
如 果 g(x,y) = -4r (x? +y ) u(x,y) , 那么 
6.4) =(S+ Sus) 


性 质 16: 信号 的 二 次 方 
WER g(x,y) = u(x,y)1 >， 那 么 
Go Ig) Ueda) FO G fy) 

性 质 17， 频谱 的 二 次 方 
WR g(x,y) =u(x,y) *u (x,y), A 

GC., F) aad 
性 质 18 : 坐标 轴 旋 转 
如 果 g(x,y) =u( +x, +y), AA 

COs I) SUCER +f,) 
傅 里 叶 变 换 的 重要 性 质 总 结 如 表 2-1 所 示 。 



































(2. 5-15) 


(2. 5-16) 


(2. 5-17) 


(2. 5-18) 


(2. 5-19) 


2-1 傅 里 叶 变 换 的 性 质 (其 中 ，a、5、f。 和 /为 非 零 实 常 数 ,k 和 1 是 非 负 整 数 ) 














性 质 g(x,y) Gf. fy) 
线性 au, (x,y) + bu, (x,y) au, (f,, Fy) +bU,(f., fy) 
卷 积 性 u (x,y) * u (x,y) U (fis fy) UG fy) 
相关 性 uy (x,y) + u (x,y) Ui ies fy) Ur Aes fy) 
调制 性 Wi (X,Y) Uy (x,y) Ui fis fy) * Ur he fy) 
可 分 离 性 u, (x) u(y) Ui (f.) Ur (Fy) 
平移 性 u(x —X0,y = Yo) e Patho t0) UCS, fy) 
频 移 性 g(x,y) =eP™ 208+ 0) n(x,y) Cf. F) “UG, -fo, ph -fo) 
k 
空间 域 微分 运算 Fula y) ee ae a 
频 域 微分 运算 ( -j2mx)"( -j2ay)!u(x,y) = af LUG, f) 
TEA E # Bes i 
空间 域 拉 普 拉 斯 算 子 (aia kt -4 SDU, fy) 
频 域 拉 普 拉 斯 算 子 -4m (x +y ) u(x,y) (4+ af a ) 
信号 的 二 次 方 lu(x,y) I? US.» f,) *U* (Lf) 
频谱 的 二 次 方 x(x,y) *u* (x,y) UL. Sf) 1 
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( 续 ) 
性 质 g(x,y) Gf fy) 
坐标 轴 旋 转 u( tx, +y) UC +f,, +f) 
帕 塞 瓦尔 定理 Jo net Geardy = [PUG AE Gar IFA, 
实 函 数 w(x,y) WO 
实 偶 函 数 (x,y) Uf. fy) Fe SAE PAL 
实 奇 函数 (x,y) US, fy) ZEHE PT RŽ 





























例 2.2 计算 如 下 函数 g(x) 的 1-D 傅 里 叶 变 换 ， 表 示 成 w(x,y) 傅 里 叶 变换 的 函数 形式 。 
gla) = | u(x,y)dy 


: 分 别 设 g(x) 和 5(x) 为 2-DE ae “1] 和 5(x) +1, g(x) 可 以 被 表示 为 
g(x) +1 = u(x,y) *[8(x) +1] 


| sy) - x) dxidy, (2. 5-20) 








= | ur) dy 


计算 式 (2.5-20) 两 边 的 傅 里 时 变换 ， 根 据 卷 积 定理 和 傅 里 时 变换 性 质 5 (可 分 离 函 
数 ) ， 得 到 
































GEDEG) =U L) ) 
或 者 
GH) =UG,,9) 

















例 2.3 计算 g(x,y) 的 传 里 叶 变 换 

g(x,y) =ula,x+by+c,,a.% +b,y +c) 
表示 成 u(x,y) 傅 里 叶 变 换 的 函数 形式 。 
解 : 




















G(f., f) = Í u(a,x + by +¢,,a,% + by + c, Je PAA dxdy 


Sxi =a; x +b, y +C, 得 到 


COA) = [S ufe sa (EE) bay + e, Jor EE 


a, la, 


-by- j 
Sy =a, (=a) +b,y +C, 得 到 


a, 
( ) = ula Je -it yy Tifx Tafy) dx, d (2 5-21 ) 
G ody IDI. 5 | 19% Yı bj 


其 中 
D=a,b, - a,b, 


f= af, ta,) 
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式 (2.5-21) 等 同 于 
ime ed 


CU.» f,) = 
因此 得 到 ， 如 果 输 入 信号 是 比例 的 、 平 移 的 和 偏 移 的 ， 那 么 其 变换 也 是 比例 的 、 偏 移 的 ， 
时 发 生 相 位 平移 ， 而 不 是 空间 平移 。 
例 2.4 计算 如 下 “0-1” 函 数 的 传 里 叶 变 换 : 
j= 1 h(x) <y<h,(x) 
"lo 其 他 
是 给 定 的 x 的 单 值 函 数 。 计算 UC, f,) 和 U(f.,0)。 











其 中 , h(x) Mh (x) 是 给 
解 : 图 2.2 给 出 了 u(x,y) 的 定义 。 它 的 传 里 万 GOOD 
叶 变 换 为 me 


to h2(x) 
= Pale dx -j2nf yy 
= [. e d ac dy 
4 f, =0 Ht 
U(f,,0) = 三 Ch, (x) — h, (x) Je” dx 
= Hs(f.) -H G) 
因此 ,，U(f.,0) EKZ h, (x) Ph (x) 的 1- Rok <A eee 
D 傅 里 叶 变 换 的 差 值 。 




















2.6 实 傅 里 时 变换 

















水 数 为 基 水 数 来 表示 健 里 叶 变 换 会 更 加 有 效 。 这 种 
。 直 到 1994 年 ( Ersoy, 


有 些 情况 下 ,采用 实 正弦 函数 和 余 
非 单 色 


表示 方法 被 称 为 实 人 里 叶 变 换 (Real Fourier Transform, RFT) 
1994) ， 健 里 叶 变 换 的 讨论 才 变 成 复数 傅 里 叶 变 换 (CRF) 。 例 如 ， 在 本 书 9.4 节 中 ， 
波 场 可 以 用 RET 进行 更 加 有 效 的 推导 。 在 本 节 和 下 一 节 中 ， 将 只 讨论 1-D 的 RFT, 
信号 w(x) 的 RET 定义 为 
(2.6-1) 


US) = 2w(f) | u(t)eos(2nfi + O) )dx 


























F 
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1 f#0 
w(f) =e f=0 (2. 6-2) 
10 /=0 
a -fi f<0 ee) 
RET wie tee LA 
u(t) = [  U(f)cos(2aft + A(/) )adf (2. 6-4) 


可 以 看 到 ， 当 f=0 时 ,cos (2mfi +0(f)) EF cos(2nft), 而 当 f<0 时 ,其 等 价 于 
sin(2m1flt) 。 这 是 采用 一 个 积分 来 涵盖 正弦 和 余弦 基本 信号 的 “技巧 "”。 为 了 达到 这 个 目 
的 ， 函 数 中 使 用 了 负 频 率 。 有 趣 的 是 ， 由 于 式 (2.6-4) 是 实数 ， 因 此 对 于 变量 /而 言 ， 
cos(27ft +O(f)) 是 正 交 的 。 因 此 ， 

2| cos( 2a 和 (2.6-5) 
HEF, 8( +) 是 狄 拉克 脉冲 函数 。 

图 2.3 绘 出 了 1=0.25 #l-10 <f<10 KF, 
JEP BL2cos(2aft + 0(f) ) 的 变化 情况 。 

当 f=0 时 , 式 (2.6-1) 和 式 (2.6-4) 
可 以 被 写 为 

US) = wf) | ult) eos(2nf) di 

















(2.6-6) 
WS) = ?| u(t) sin(2a/t) dr 
(2.6-7) 
K 图 2.3 %41=0.25 #il-10<f<10 时， 
w(t) = [ [U,(Aeos(2aft) + Up (A) sin(2nfi) laf 基 范 数 /2cos(2mh + Of) ) 的 变化 情况 
(2. 6-8) 


其 中 ， 当 f=0 时 ,UV(f) STU), Maf<oh, UP) SFOS). US) MUG) 
被 分 别称 为 余弦 和 正弦 部 分 。 式 (2. 6-1)、 式 (2.6-6) 和 式 (2.6-7) 被 称 为 分 解 方程 ， 而 
IÈ (2.6-4) 和 式 (2.6-8) 对 应 于 合成 方程 。 
4 f>0 Hf, CFT 和 RFT 之 间 的 关系 可 以 表示 为 
U.(0)=U(0) f=0 


US) Jaf -NU 
an) Ta Jan (2. 6-9) 


式 (2.6-9) KHT UA MU 分 别 是 偶 函 数 与 奇 函 数 。 
4 f>0 时, IÈ (2.6-9) 的 逆向 形式 为 
U,(0) =U.(0) f=0 


ee 1 U.(f) | ph ace 
UN) G -iU -PA 
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sk (2.6-9) 和 式 (2.6-10) 用 来 将 一 种 表现 形式 转换 为 另 一 种 表现 形式 。 当 *(+) 是 实数 
It, UO 和 U(f) 同样 是 实数 。 这 样 ， 式 (2.6-9) KRU MU -f) 是 彼此 的 复 共 斩 。 


2.7 幅度 谱 和 相位 谱 


UA) 可 以 表示 为 
Ue 
其 中 ， 信 号 <(1) 的 幅度 谱 U,(/) 和 相位 谱 由 (7) 分 别 定义 为 
UD =P = D+? 


E Im[U,(f) ] 
d(f) = arctan ere} 


U,(f) 是 一 个 偶 函 数 。 对 于 实数 信号 ，q$(f) 是 一 个 奇 函 数 ， 可 以 表示 为 
o(f) =arctan[ -Uo(f) /UN | 
对 于 式 (2.3-2) 中 的 道 CFT， 可 以 写成 幅度 谱 和 相位 谱 的 形式 


u(t) = | UO 
当 u(t) 是 实数 时 , 式 (2.32) 可 以 简写 成 : 
w(t) =2] Ueos[2np + A) lef 
BIN UG) =U C-A, EAR 
if. U Osim + 6) lof 
中 的 被 积 函数 是 一 个 奇 函 数 ， 则 积分 值 为 0。 
R (2.7-6) 将 在 9. 4 节 中 用 来 表示 非 单 色光 波 场 。 


2.8 汉 克 尔 变 换 

















(2.7-1) 


(2.7-2) 


(2.7-3) 


(2.7-4) 


(2.7-5) 


(2.7-6) 


具有 径 向 对 称 特征 的 函数 在 极 坐标 空间 更 加 易于 表示 。 这 种 情况 是 经 常 存在 的 ， 例 如 ， 








光学 中 的 透镜 、 孔 径 光 阑 等 器 件 都 是 圆 形 的 。 
首先 考虑 极 坐 标 系 的 傅 里 叶 变 换 。 图 2.4 表示 了 直角 坐 
标 和 极 坐 标 。 从 直角 坐标 到 极 坐标 的 变换 表示 为 


) 1/2 





r=(x +y 





6 = arctan (+) 
x 


pa(i+f)” 














到 2.4 直角 4 





E 标 和 极 坐 标 








中 = arctan (2) (2. 8-1 ) 
函数 u(x,y) WEEEK (FT) 定义 为 

















(2. 8-2) 
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f(x,y) 在 极 坐 标 系 中 表示 为 f(r,0) ，F(f,, S) 在 极 坐标 系 中 表示 为 F(p ,4$)， 


2T 十 oo 
U(p,o) = I, aof u(r,0)e POP rr tsinging) dp 

当 wu(x,y) 是 圆 对 称 形 时 ， 可 以 表示 为 

u(r,0) =u(r) 
这 样 ， 式 (2.8-3) 变 成 

+% 27 

U(p,o) = f ur)rdr 上 | e "reos(0-$) gO 

PAC, BRER INER KRAN 


1 aE —jtcos( 0- 
Jo(t) = =|, e jtcos( 0 » da 


因此 ， 


(2. 8-3) 


(2. 8-4) 


(2. 8-5) 


(2. 8-6) 


可 以 看 出 ， 对 于 由 的 所 有 值 ，j。(t) 都 是 相同 的 。 将 该 等 式 代 入 式 (2. 8-5)， 并 加 入 额外 因 


F2n, Fz 


U(p.d) = U(p) = 2a] u(r)J,(Qmmp) rdr 

















(2.8-7) 


因此 ， 一 个 圆 对 称 2-D RAAR EE e A ASTRAY, HSK (2.8-7) 表示 。 这 种 关系 


被 称 为 零 阶 汉 克 尔 变换 ， 或 者 傅 里 时 - 贝 塞 尔 变换 。 
零 阶 逆 汉 克 尔 变换 可 以 用 同样 的 积分 形式 给 出 




















u(r) = 2m] Wo)Jo(2mp)pdp (2.8-8) 
例 2.5 推导 式 (2.8-5). 
解 : x, y 和 ,了 表示 为 
X=rcos0 y =rsin0 
f, =peosp f, =psind 
式 (2.8-2) 变 成 
U(p,4) = [dof ur,0)e Peresno Jar (2. 8-9) 
其 中 ,为 雅克 比 行列 式 ， 为 
ðx Ox 
ðr 00 cosO -rsin 
J= = . = (2. 8-10) 
oy oy sin0 rcos0 
or 00 
其 中 1 .| 代表 行列 式 。 将 J=r 代 入 式 (2.8-9) ， 得 到 结 
$2.6 (a) 给 出 如 下 圆柱 函数 cyl(r) 的 汉 克 尔 变 换 。 
1 0<r<y 
A + rey (2. 8-11) 
0 roy 





第 2 章 线性 系统 与 变换 





(b) 给 出 cyl (r/D) 的 汉 克 尔 变 换 。 





解 : (a) $ 
u(r) =cyl(r) 
U(p) = 2af u(r) Jo(2ap) rar 
1/2 
= 2af Jo (27rp)rdr 
第 一 类 一 阶 贝 塞 尔 函 数 由 [ Erdelyi | 给 出 
1/2 
J, mp) = 4mp J (27rp)rdr (2. 8-12) 
于 是 
Ji 
U(p) = ve 
i We PRA somb(r) 定义 为 
2J (ar) 
somb(r) Sy (2. 8-13) 


U(p) 表示 为 由 somb(r) 来 表示 
U(p) = somb(p) 
(b) 由 于 
U(p) = 2r| J,(2mp)rdr 
& 1! =1/D, FÆ dr=Ddr', 得 到 : 


1⁄2 
U'(p) = 27D | rjJo(27rDp) dr’ 


2 Da 
=D Ulp) = -g somb( Dp) 
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3.1 本 章 引 论 


在 本 章 及 第 4 章 中 ， 波 在 一 般 意义 上 被 认为 是 存在 于 3-D 空间 的 。 然 而 ， 在 某 些 应 用 中 
(例如 集成 光学 ) ， 光 被 认为 在 一 个 2-D 的 平面 上 传播 。 例 如 ， 在 第 19 章 中 的 密集 波 分 复 用 
(DWDM) 中 ， 由 于 空间 变量 y 被 从 方程 中 去 掉 ， 因 此 方程 变 成 了 更 加 简单 的 二 维 方程 。 于 
是 ,在 以 下 3-D 空间 中 讨论 的 结果 可 以 容易 地 降 维 到 2-D 空间 。 

对 于 电磁 波 (EM) ， 它 由 时 变 电 场 E(r,t) 产生 时 变 的 磁场 Art) 而 生成 ， 并 在 自由 
空间 或 空气 等 非 波 导 介 质 、 光 纤 等 波导 介质 、 陆 地 表面 与 电离 层 之 间 的 各 种 介质 中 传播 。 在 
本 章 中 ， 将 主要 考虑 无 边界 介质 的 情况 。 

图 3. 1a 所 示 的 是 一 个 天 线 源 
产生 球面 波 的 情况 。 当 距离 发 射 


源 很 远 时 ， 波 前 上 所 有 点 都 近似 
地 具有 同样 的 特性 ,球面 波 看 起 ”原点 二 | 
来 像 平面 波 ， 如 图 3. 1b tas. A 


i E 人 
偶 极 子 ， 在 原点 处 以 角 频 率 w 振 o 由 一个 点 源 产 生 的 球面 小 b) 在 传播 方向 上 具有 -_ 致 特性 的 平面 波 
荡 。 它 产生 的 电磁 场 是 非常 复杂 

的 ,但 是 距离 原点 很 远 时 ,该 电磁 波 也 可 以 视 为 平面 波 。 一 个 完美 的 平面 波 在 物理 上 是 不 存 
在 的 , 但 是 它 对 各 种 波 的 分 析 建 模 则 非常 有 用 。 

波 在 介质 中 传播 ， 对 于 光波 来 说 ， 光 学 特性 由 折射 率 n 来 表示 ， 其 定义 为 自由 空间 光 传 
播 速 度 与 光 在 介质 中 传播 速度 的 比值 。 如 果 是 常数 ， 那 么 该 介质 是 均匀 的 ， 否 则 该 介质 是 
非 均 匀 的 。 在 本 章 中 ,假设 介质 是 均匀 的 。 

本 章 包 含 七 个 部 分 。3. 2 节 介 绍 了 波 是 如 何 产 生 的 及 波 的 一 些 基 本 特性 。 在 3.3 FB, 
对 电磁 波 的 基本 特性 及 基 尔 霍 夫 方程 进行 了 介绍 。 在 3.4 节 中 ， 对 相 量 表示 进行 了 回顾 。 在 
3.5 节 中 ， 介 绍 了 波动 方程 、 在 无 源 介质 中 的 波动 方程 、 基 于 波 数 与 方向 余弦 的 平面 波 解 。 
3.6 节 介绍 了 非 电 介质 中 波动 方程 的 相 量 表示 。 平 面 波 是 电磁 波 的 基本 组 成 ,在 3.7 节 中 对 
平面 波及 其 偏振 特性 进行 了 详细 介绍 。 





































































































3.2 ik 





自然 界 有 很 多 种 波动 形式 ， 如 电磁 波 、 声 波 、 水 波及 脑 电波 等 。 波 可 以 被 认为 是 一 种 以 
固定 的 速度 和 形式 从 一 点 到 另 一 点 传播 的 振动 。 

用 u(x,t) 表示 一 个 在 均匀 介质 中 沿 x 方向 传播 的 一 维 波 。 如 果 其 速度 为 ”>， 且 向 右 传 
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播 ， 则 w(x,t) 满足 





u(x,t) =u(« -vt,t) (3. 2-1) 
HA, AREARE, Mu (x, t) 满足 
u(x,t) =u(x +vt,t) (3. 2-2) 
假设 波 是 向 左 传播 的 ，s 定义 为 
s=x +vt (3.2-3) 
这 样 ， 可 以 做 以 下 计算 : 
ðu _ du 
Ox ðs 
ou ðu 
ax? as? 


ðu _ Os ðu = ðu 

ðt ðt os Os 
fu 2 fu 
i 3.2-4 
or i ðs? ( ) 





因此 
u(x,t) _1 J u(x,t) 
Ox” yy or 
这 个 方程 被 称 为 非 色 散 波动 方程 。 上 述 方程 的 一 个 特 解 ， 同 时 也 是 所 有 其 他 波动 方程 的 
解 ， 是 一 个 简单 的 调和 解 
W(x,t) =Acos( k(x +vt) ) =Acos( kx + wt) = Acos( 2a © +ft)] (3. 2-6) 
式 中 ,w =2mf; k=2a/A; 和 A 是 波长 ; f 是 时 间 频 率 ; 1/A 是 空间 频率 ; w 和 是 对 应 的 角 
频率 。 
也 被 称 为 波 数 。 式 (3.2-6) 给 出 的 殉 (x,t) ， 也 被 称 之 为 1-D 平面 波 。 
为 了 数学 上 的 简便 性 ， 式 (3.2-6) 可 以 写成 





(3. 2-5) 











u(x,t) =Re[ Ae *” ] (3. 2-7) 
或 者 简化 为 
u(x,t) = Aet (3.2-8) 
需要 再 次 强调 的 是 波 数 是 x 方向 上 的 弧度 空间 频率 ， 也 可 以 写成 
k =2nf, (3. 2-9) 


RP, 上 是 x 方 向 上 以 周期 /单位 长 度 为 单位 的 空间 频率 。 
将 式 (3.2-8) 代入 式 (3.2-5), ， 得 到 


v=o (3. 2-10) 


AP, v 为 相位 速度 。 

对 于 光波 而 言 ， 相 位 速度 可 以 高 于 真空 中 的 光速 。 

更 一 般 地 ， 除 式 (3.2-5) 之 外 ， 式 (3.2-8) 给 出 的 一 维 波 可 以 满足 男 一 个 对 x 和 1 的 
偏 微分 方程 。 一 个 具有 简单 调和 解 的 一 般 波动 方程 可 以 写 为 


EA =0 (3.2-11) 
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其 中 ， /是 信和 所 的 多 项 式 函 数 ， 例 如 


Pu Pu got 
+ =0 3. 2-12 
ax? s Ox” Ot Pa ( ) 


利用 式 (3.2-8) 获得 上 述 简单 调和 解 ， 用 aie 式 (3.2-12) 变 成 





k -akw -Bo =0 (3. 2-13) 
这 个 关于 w F k TERA BOT TE. APR T, PADRE v 表示 为 
_o_ k : 
a aera (3. 2-14) 


不 同 于 式 (3. 2-10), 一 个 具有 相位 速度 的 波 ， 且 其 相位 速度 是 波 数 和 波长 的 函数 ， 这 
样 的 波 被 称 为 色散 波 。 这 样 ， 式 (3. 2-14) 即 为 色散 波动 方程 。 

下 面 是 一 些 波 的 例子 : 

A. 机 械 波 ， 如 在 可 压缩 流体 中 的 纵向 声波 ， 其 波动 方程 为 

Oo u(x,t) _P oO u(x,t) 
Ox K. ot 

式 中 , p 是 流体 密度 ; K, 是 可 压缩 性 参数 。 

因此 其 相位 速度 为 

v= fe (3. 2-16) 
p 


B. 在 稳 态 条 件 下 的 热 扩 散 ， 根 据 波动 方程 
K, u(x,t) _ Ou(%x,t) 





(3.2-15) 














< (3. 2-17) 
式 中 ，K 是 传 热 系数 ; * 是 单位 体积 的 热 容 ; u(x,i) 是 局 部 温度 。 
C. 量子 力学 中 的 薛 定 谓 波动 方程 为 
hè u(x,t) 22 ix aula, t) _ 
“on d +V(x)u(x,t) = Dr (3. 2-18) 
WP, m 是 质量 ; V(x) 是 粒子 的 势能 ; h PERERA, u(x,t) 是 粒子 的 态 。 
色散 关系 可 以 表示 为 
he» = 各 V(x ) (3. 2-19) 





其 中 , kh EF h27, 
D. 随时 间 变 化 的 成 像 可 以 看 成 是 一 个 三 维 函数 g(x,y,t) ， 它 的 三 维 传 里 叶 变 换 表示 可 
以 写成 





A I) "CU, fos DEEP af df af (3. 2-20) 
其 中 
ea I ? glx, yt) e Prt qxdydt (3. 2-21) 
= Aly, ’ Ja 四 eic 人 1 
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对 于 实数 g(x,y,t),，G(f, F P =C C- -fr A), AUK (3. 2-21) 可 以 写成 


gord = 了 [三 六 4 fs Deosan(hx thy +f) + OE, f PI YY Jef 
(3. 2-22) 
A(f.,f,, P cos (20 (fx thy +ft) +O., f,, AAE, REN AL, f, 
A, RUDY OU, S A, ZIRAS 和/.， 时 间 频率 为 /， 这 样 ， 波 矢量 表示 为 
k=27(f.e, +f,e,) =h,e, +h,e, (3.2-23) 
IF, e, 和 ,分 别 是 x 方向 和 yy 方向 上 的 单位 向 量 ; k, 和 分别 是 x 方向 和 y 方 向 的 弧度 
空间 频率 ; 人 Alf 是 对 应 的 空间 频率 。 








二 维 平 面 波 可 以 写成 
m u(r,t) =A(k,w)cos(k rio +@(k,w) ) (3. 2-24) 
r=xe,+ye, (3. 2-25) 
如 果 假 设 u(r,t) DEE v Æ k YEZ, u(r,t) 可 以 作为 二 维 非 色 散 波 动 方程 的 一 
个 解 
Vu(r,t) =} or) (3.2-26) 
其 中 i 
al a (3.2-27) 
Ox oy” 


综 上 所 述 ， 随 时 间 变 化 的 成 像 可 以 表示 为 一 系列 二 维 平 面 波 的 至 加 。 这 个 结论 可 以 被 推 
广 到 任意 的 多 维 信 号 ， 其 中 的 一 个 维度 被 设 定 为 时 间 。 

式 (3.2-26) 是 式 (3.2-5) 在 两 个 空间 轴 x Ay 上 的 推广 ， 如 果 用 同样 的 波 的 特性 考 
虑 三 维 空间 轴 x、y 和 z， 式 (3. 2-23) 和 式 (3.2-25) 保持 不 变 ， 其 中 rx AVE UP: 




















r=xe, +ye, +ze, (3. 2-28 ) 
HP, e, 是 增加 的 z 方 向 上 的 单位 向 量 ， 并 且 
ro yi (3. 2-29) 
ðx Oy Oz 
运算 符 V 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 式 (3.2-24) 中 的 三 维 波 矢量 为 
k=27(f.e, +fe, + fe.) =h,e, the, +h.e, (3. 2-30) 


式 中 , k, 是 增加 的 = 方向 上 的 弧度 空间 频率 ; 人 是 对 应 的 空 s 间 频率 。 

使 u(r,t) 为 常数 的 面 称 为 波 前 ， 它 沿 着 上 方向 以 速度 vv 运动， 在 3.5 小 节 中 ， 将 会 深 
和 地 讨论 波 前 理论 。 

接 下 来 ， 除 非 在 有 特别 说 明 的 情况 下 ， 后 面 将 假设 介质 是 线性 、 均 匀 的 及 各 向 同性 的 。 
同样 假设 采用 十 进 制 单位 。 
例 3.1 考虑 一 个 向 右 传 播 的 波 u(x, t) =u(x,,t,), BA x, Ax, 需 满足 何 种 关系 。 

解 : u(xi ,ti ) 可 以 被 设 定 为 以 速度 v 回 右 运动 ， 令 At=t,-1,, “4 

X, 一 XI =vAt 


AY, u(x,t) 和 w(x,,t,) 将 是 相同 的 。 
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3.3 电磁波 


电磁 波 是 三 维 波 ， 具 有 三 个 空间 维度 和 一 个 时 间 维 度 ， 有 DD、B、 有 五 和 E 四 个 空间 坐标 
Re, 是 x、y、z 和 :的 函数 ， 即 D、B、H 和 在 空间 上 具有 方向 性 。D 是 电位 移 矢 量 ， 
单位 为 Cjm2; E 是 电场 强度 ， 单 位 为 V/A-m; B 是 磁感应 强度 ， 单 位 为 Wb/m; H ER 
RE, 单位 为 A/m; p 是 电荷 密度 ， 单 位 为 COm ; 了 是 电流 密度 ， 单 位 为 A/m?。 

电磁 波 满 足 麦克 斯 韦 方 程 ， 在 公制 单位 下 ， 其 形式 为 























V:-D=p (3. 3-1) 

V:-B=0 (3. 3-2) 

vxH= P43 (3.3-3) 

ðt 
OB 
VxE= = (3.3-4) 
矢量 4 包含 成 分 4.、4, 和 4.， 其 散 度 和 旋 度 为 

y ga ðA, ðA, 3.3.5 

ax Oy ee sy 

e, e, 
yitsa 
A, A, A 
_ (0A, OA, OA, OA, ðA, OA 
lay æ dz ax)? w Oy 
另外 还 有 

D =2E (3.3-7) 

B =uH (3.3-8) 

SUP, e 是 介 电 常数 ; u 是 磁 导 率 。 
在 自由 空间 或 者 真空 ， 它 们 的 值 为 
107 Ke ae -12 
2E0 = zgn CE £E =8. 854188 x 10 “F/m) 


by =40 X10-7H/m 
在 电介质 中 ，s Al 的 值 分 别 都 比 ss 和 Am 大 。 在 这 样 的 介质 中 ,我 们 同样 考虑 电 偶 极 
EBEP (单位 为 C/m ) ， 其 与 电场 强度 的 关系 为 
P=ye,E (3. 3-9) 
式 中 , x 称 为 电极 化 率 ， 电 极 化 率 可 以 用 来 评价 介质 中 电 偶 极 子 沿 电场 排列 的 能 
同样 ， 有 

















D=e,E+P=e,(1+y)E=cE (3. 3-10) 
其 中 
é=e,(1+y) (3. 3-11) 
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在 均匀 的 各 向 同性 介质 中 ， 空 间 电荷 和 电流 密度 J 为 等 ， 麦 元 斯 韦 方程 变 为 














V-D=e V:E=0 (3. 3-12) 
V-B=u V:H=0 (3. 3-13) 
oD OE 
VxH = He. (3. 3-14) 
ðB oH 
Vina ae (3. 3-15) 


3.4 相 量 表示 法 


我 们 考虑 的 电场 和 磁场 ， 通 常用 随时 间 变 化 的 正弦 函数 来 表示 











u(r,t) =A(r)cos(k + rtat) (3. 4-1) 
可 以 将 wu (r, t) 表示 为 
u(r,t) =Re[A’'(r)e®™’] (3.4-2) 
其 中 
A' (r) =A(r)e*"" (3.4-3) 
tH, A'r) 为 u(r,t) 的 相 量 表 示 ， 与 时 间 无 关 。 
我 们 发 现 : 
ae = jo! (r) (3. 4-4) 
(mend = gh (ne (3. 4-5) 


这 样 ， 微 分 和 积分 分 别 等 价 于 4(7) 与 jo Ae ADR. 
电场 和 磁场 的 相 量 表示 为 
E(r,t) =Re[ E(r)e”] (3.4-6) 
H(r,t) =Re[ ĦA (r) ] (3.4-7) 
RF, E(r) MAr) 是 相 量 。 
WFD, 如 和 JJ， 其 对 应 的 相 量 采用 同样 的 方法 来 定义 。 
以 五 (r) Ml A (r) 来 表示 麦克 斯 韦 方程 为 














V:D=p (3. 4-8) 

V- B=0 (3.4-9) 
Vx H =josE +J (3. 4-10) 
Vx E = -joB (3. 4-11) 


3.5 非 电 介质 中 的 波动 方程 


对 式 (3.3-3) 两 边 取 旋 度 ， 得 到 
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2 
Vx VxH=e— Z VxE= E 


or 





Vx Vx 五 可 以 被 展开 为 
Vx VxH= V(V:H)-v: VH 
式 中 ，VH 是 五 的 梯度 。 
这 意味 着 ， VH,(i=x,y,z) 为 





V- VH,= YH 由 下 式 给 出 
> OH, OH, oH. 
VA, =—ye, +7 e, +e, 
Ox Oy | 
DŽ, Ve VH 沿 三 个 方向 的 分 量 为 YH,(i=x,y,z) 的 矢量 。 
可 以 看 到 ，V( V:H) EV AWE Ri, 等于零。 这 样 ， 
Vx VxH=- V. VH=- VH 


将 该 结果 代入 式 (3.5-1), 48) 




















VH =e cH 


同样 地 ， 可 以 得 到 
cx 





xk (3.5-6) 和 式 (3.5-7) 分 别称 为 E 和 五 的 齐 次 Sr 





(3.5-1) 


(3.5-2) 


(3. 5-3) 


(3.5-4) 


(3. 5-5) 


(3.5-6) 


(3.5-7) 


综 上 所 述 ， 电 场 和 磁场 矢量 的 每 一 个 分 量 满足 非 色散 波动 方程 ， 其 相 量 速度 " 等 于 


1/ Vs， 在 自由 空间 
1 





c=v= =3 x 10°m/s (3.5-8) 
EoMo 
下 面 我 们 考虑 这 样 一 个 场 u(r,t) ， 它 满足 
Vu(r,t) ate e Fi oo u(r, t) =} Pulen) (3.5-9) 
这 个 方程 的 一 个 三 维 的 平面 波 解 为 
u(r,t) =4(K,w)cos( 天 一 ob) (3. 5-10) 
其 中 的 波 矢量 给 定 为 
k=ke, +hk,e, +ke, (3.5-11) 
FALE v 5 k Alo 的 关系 如 下 : 
w 
v= (3. 5-12) 
波 前 定义 为 
k-r-ot= wE (3. 5-13) 
这 是 一 个 平面 ， 其 法 向 为 矢量 上 的 方向 。 当 ot 改变 时 ， 这 个 平面 发 生变 化 ， 波 沿 着 天 方 
向 以 速度 c 传播 。 需 要 指出 cos(k + r—at) 也 可 以 被 选择 为 cos(k .r+wt)， 这 时 波 的 传播 方 
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问 为 -k, 
波 矢量 大 的 分 量 可 以 写成 


及 = 人 ai = hay, L=X,Y,2 (3. 5-14) 





AP, k=l kl ;oa 是 第 ;个 方向 的 方向 余弦 。 
如 果 用 表示 沿 着 第 i 个 方向 的 空间 频率 ， 其 等 于 和 /2n， 这 样 方 向 余弦 可 以 写 为 





a, =Af. (3.5-15) 
a, =Af, (3. 5-16) 
a, = A1 -XE -XF (3. 5-17) 
A Í 
a, +a, +o =1 (3. 5-18) 
3.6 非 电 介质 中 的 波动 方程 的 相 量 表示 
首先 ， 计 算式 (3. 4-11) 的 旋 度 
Vx Vx E = -joH (3. 6-1) 
其 中 ，B =u, MEE (3.4-10) 中 的 J =0 RÈ (3.6-1) 获得 
Vx Vx E =o0'peE (3. 6-2) 
在 3.4 节 中 ， 知 道 
Vx VxE=V(V-E)-V: VE (3. 6-3) 
根据 式 (3.4-8) P V- 五 =0， 得 到 
VE +o pe E =0 (3.6-4) 
定义 波 数 开 为 
k=w Ve (3. 6-5) 
WORE, sh (3.6-4) 变 成 
VE+RE =0 (3. 6-6) 
这 被 称 为 五 的 齐 次 波动 方程 。 互 的 齐 次 波动 方程 可 以 采用 相同 的 方法 从 下 式 中 获得 
VH+kH =0 (3. 6-7) 
E =E.e,+Ee,+ Ee, (3. 6-8) 
现在 ， 式 (3.6-6) 可 以 写成 关于 五 中 分 量 E, 的 形式 
Ë 站- 
(miin JË, =0 (3.6-9) 
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例 3.2 (a) 对 于 一 个 沿 z 方 向 传播 的 均匀 平面 波 ， 简 化 式 (3.6-9)。(b) 采用 相 量 表示 


法 ， 说 明 一 个 均匀 平面 波 中 EE 和 五 的 z 分 量 为 0。(c) 采用 麦克 斯 书 方 程 说 明 (b)。 
解 : (a) 一 个 均匀 平面 波 的 特征 为 























RE, sk (3.6-9) 可 以 简化 为 


(b) 考虑 式 (3.4-10) 中 的 z 分 量 








3 万 ， 8H, . z 
ôx öy Tjee, 
SH, 8H, 2 PR ; ma 祖 
uT aa a 天 .=0， 同 样 能 够 用 式 (3. 4-11) 得 到 H, =0。 
(c) 有 


E =E ihe, +E lB @ +E eee e, 


取代 VY .五 =0 中 的 E， 得 到 
ð j(kz+ot) _ 
PE =0 


这 表明 E =0。 可 以 用 同样 的 方法 考察 磁场 H 
H =H ej(e+oi)e +H ite +H ele ton e 


BUC V- H=0 中 的 瓦 ， 得 到 
ð j(kz+ot) _ 
ao =0 


这 表明 H, =0, 





3.7 平面 电磁 波 


考虑 一 束 沿 z 方 向 传播 的 平面 波 ， 电 磁场 可 以 表示 为 
E =E et) + Bee 
H =H," e, + Hele, (3. 7-1) 
其 中 的 实数 部 分 是 真正 意义 上 的 物理 解 。 它 们 可 以 写成 更 一 般 的 形式 
E(r,t) =E,cos(k .r+owt) 
H(r,t) =H,cos(k -r+oat) (3. 7-2) 
其 中 ，E, WH, BRADE, E), (H,,H,). WEIN, k, 了 分 别 是 k=2mw/AA M z, 


将 式 (3.7-1) RA VxE= -hE， 得 到 
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kE ê, -kE,ê, = -uw(H,ê, + H,é,) (3.7-3) 
因此 
H, = stk: 
n 
H, = E, (3.7-4) 
式 中 , n 为 介质 的 特征 阻抗 。 
7 定义 为 
N= hay = VUE (3.7-5) 
知道 
E+ H=(E,H,+E,H,)e** =0 (3. 7-6) 
因此 ， 电 场 和 磁场 之 间 是 相互 正 交 的 。 
坡 印 廷 矢量 S 定义 为 
S=ExH (3. 7-7) 





其 单位 为 W/m ， 代 表 传 播 方 向 上 每 单位 面积 的 功率 。 
偏振 表示 电场 强度 矢量 如 何 随时 间 变 化 。 青 次 假设 波 沿 z 方向 传播 ， 包含 与 时 间 相 关 的 
电场 强度 矢量 可 以 写成 








E =Re[ (Ee, +E,e,)e"*” ] (3.7-8) 

E, 和 五 , 可 以 相对 于 彼此 选择 
E,=E,, (3.7-9) 
E, =E el (3. 7-10) 





式 中 ， BALE, 是 正 的 标量 ; 四 是 相对 相位 ， 决 定 电场 强度 的 方向 。 
当 g$=0 或 者 7 时 ,为 线 偏振 ,得 到 
E=(E,e, +E, e,) cos(kz + ot) (3. 7-11) 
此 时 ，E,e, +E, e, 被 认为 是 一 个 方向 不 随时 间 和 传播 距离 改变 的 矢量 。 
X p= +7/2, HE, =E = 已 , 时， 为 圆 偏振 ， 得 到 
E =E,cos(kz + wt )e, + Eysin( kz + ot )e, (3. 7-12) 
我 们 注意 到 |E| = Epo PF b= -7/2, 五 为 在 传播 过 程 中 顺 时 针 旋 转 的 圆 ; 对 于 由 
= +T]2 ,五 为 在 传播 过 程 中 逆 时 针 旋 转 的 圆 。 
椭圆 偏振 对 应 于 任意 的 由， 对 于 电场 强度 ， 式 (3.7-1) 可 以 写成 
E=E.e,+E,e, (3. 7-13) 
其 中 
E, =E, cos( kz + at) 
E, =E,,cos( kz + ot — o) (3. 7-14) 
式 (3.7-14) 可 以 写成 


E 
E = cos( kz + wt) coso + sin (kz + wt) sind 
n (3.7-15) 


= pcm + [1 一 (E lsing 


0 


25 


© 衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 


进一步 ， 可 以 得 到 
E” -2E\E' cosh + E” = sin’ 
EN 中 


式 (3.7-17) 是 椭圆 方程 。 
假设 场 是 线 偏振 的 ， 同 时 EE 沿 x 方 向 传播 ， 有 

E =E it” e, 

bo 


Valeto) e, 


H= - 


HF, Rel + ] 是 根据 情况 假定 的 。 强 度 或 者 辐 照 度 了 定义 为 





w 27/w E? 
ra 1S1d = eu” 


AF, SEKERE, 


(3.7-16) 


(3. 7-17) 


(3. 7-18) 


(3. 7-19) 


可 以 看 到 ， 亮 度 正比 于 电场 强度 的 二 次 方 。 除 非特 殊 声 明 ， 该 定理 在 一 般 情 况 下 是 成 


立 的 。 
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4.1 本 章 引 论 


当 光 波 的 波长 小 于 控制 光 场 的 衍射 器 件 的 孔径 斥 十 时， 可 以 应 用 标量 衍射 理论 。 即 使 该 
条 件 不 满足 ， 标 量 衍射 理论 在 一 定 程度 上 也 是 十 分 准确 的 一 

[ Mellin and Nordin, 2001] 。 标 量 衍射 理论 涉及 波动 方程 从 
偏 微分 方程 到 积分 方程 的 转化 ， 在 其 有 效 范 围 内 ,标量 衍 
射 理论 可 以 用 来 分 析 大 多 数 的 衍射 现象 和 成 像 系统 。 例 
如 ， 图 4.1 显示 了 采用 单 色 平面 波 照 明 的 双 颖 衍射 条 纹 ， 











其 波 的 传播 可 以 采用 标量 衍射 理论 精确 地 描述 。 
在 本 章 中 ， 将 首先 引入 具 有 单一 波长 的 单 色 波 的 标量 ne Seen 





衍射 理论 ， 然 后 ， 在 时 间 维 度 应 用 傅 里 叶 分 析 和 合成 方法 ， 将 其 推广 到 非 单 色 波 场 。 

本 章 包 含 八 个 小 节 。 在 4. 2 节 中 将 介绍 交 姆 堆 效 方程 ， 该 方程 将 时 间 变 化 作为 复 指 数 因 
子 。 在 4.3 节 中 ， 采 用 平面 波 角 谱 的 形式 给 出 了 均匀 介质 中 效 姆 堆 效 方程 的 解 ， 该 方程 也 将 
均匀 介质 中 的 波动 方程 视 为 线性 系统 。 在 4.4 节 中 讨论 了 平面 波 角 谱 的 快速 傅 里 叶 变 换 
(FET) 。 

衍射 同样 可 以 先 通 过 亥 姆 霍 效 方程 ， 然 后 通过 格林 定理 将 其 转换 到 积分 方程 来 进行 研 
究 。 本 章 其 余部 分 讨论 这 个 问题 。 在 4. 5 节 中 ， 这 种 方法 中 衍射 的 基 尔 霍 夫 理论 被 描述 成 一 
个 公式 。4.6 节 介 绍 了 衍射 中 的 瑞 利 - 索 末 菲 理 论 ， 而 4.7 节 是 该 理论 的 另 一 种 形式 。 在 4.8 
节 中 给 出 了 非 单 色 波 衍 射 的 瑞 利 - 索 末 菲 理 论 。 














4.2 ZBEHTE 


单 色 波 具 有 单一 的 时 间 频 率 f/， 由 于 





pao 22h (4. 2-1) 
波长 A 同样 是 确定 的 。 对 于 这 样 的 波 ， 在 3.7 节 中 讨论 的 平面 波 解 可 以 写成 
u(r,t) =A(r) cos( wt +@(r) ) (4, 2-2) 


AF, 4(r) 是 振幅 ; Or) 是 在 r 处 的 相位 。 
在 相 量 表示 中 ， 它 变 成 了 
u(r,t) =Re[ U(r)e®™] (4.2-3) 
其 中 ， 相 量 U(r) 同样 被 称 为 复 振幅 ， 等 价 于 A(r)ei”%?。 在 下 面 的 方程 中 ， 由 于 书写 和 计 
算 简单 的 考虑 ， 式 (4. 2-3) 不 会 被 强调 是 “实数 部 分 ”。 
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在 波动 方程 式 (3.5-7) 中 代入 u(r,t), 438 
( V? +k) U(r) =0 (4.2-4) 
其 中 , k=0/c, HIERNA EAH IE, ERX (3.6-9) 是 相同 的 。 因 此 ， 正 如 第 3 
章 所 讨论 的 那样 ， 对 于 平面 电磁 波 而 言 ，V(r) 代表 了 电场 或 磁场 相 矢量 中 的 一 个 分 量 。 北 
姆 霍 兹 方程 对 于 满足 非 色 散 波 动 方程 的 所 有 波 都 是 成 立 的 。 例 如 ， 对 于 声波 或 者 超声 波 ，U 
(r) 是 压强 或 者 电势 。 
如 果 U(r,t) 是 非 单 色 的 ， 它 可 以 表示 为 时 间 传 里 叶 变 换 的 形式 


U(r) = | U(r, Nera (4.2-5) 




















其 中 
U(r, f) = | Ure Pdr (4.2-6) 
在 波动 方程 式 (3.5-7) 中 代入 式 〈4.2-6) ， 同 样 得 到 U(r, /) WAR EE. 





例 4.1 对 于 一 个 球面 波 ， 定义 为 er sr, 其 中 r= Ve ty 47, WEHA HE WEE 2K TT FES 
一 个 解 。 

解 : 球面 坐标 中 VAEN 

of 19.1 #8 
“or ror r ap? a? 
ool /p 是 球面 对 称 的 。 因 此 ， 极 坐标 中 的 邑 简化 为 





球面 对 称 波动 函数 U(r) 的 交 姆 霍 兹 方程 变 成 
一 ifp iuo +k’ U(r) =0 


将 U(r) 表示 为 f(r)/r， 微 分 方程 为 
1 ðf d \ fr) 1 of) 
[ 2) E 








r Or r ror 
QMS Tr FRE a T 
1 Ff(7) A -0 
o r 
方程 的 解 为 





A) =e 
Ak, U(r) =e*"/r, 





例 4.2 在 柱 面 坐标 下 找到 一 个 相似 的 解 。 
解 : 在 柱 面 坐标 下 ，V 为 





10 10 9 
=~, + + 7 7 + 7 
or r ð r dp cz 
假设 一 个 解 具有 圆柱 对 称 性 ，U(r,4$,z) 变 成 了 V(r,z) 。 圆 柱 对 称 意味 着 对 于 常量 z， 波 前 
是 圆 。 这 样 ， 方 程 没有 简单 解 。 精 确 解 具 有 基于 r 的 贝 塞 尔 函 数 形 式 。 表 示 为 
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U(r,z) = es 
r 


近似 满足 于 波动 方程 ， 这 样 的 波 称 为 柱 面 波 。 





4.3 ”平面波 角 谱 
考虑 沿 着 z 方 向 传播 的 波 U(x,y,z), 假设 波 的 波长 为 A， 则 =2mwAA， 假 设 初始 时 z = 
0。U(x,y,0) 的 2-D 傅 里 叶 表示 为 它 的 傅 里 时 变换 形式 A(f.，, f,0) 
U(x,y,0) = | ACR, FO) qf.df, (4.3-1) 
































其 中 
A(f., f,,0) = 三 U(x,y,0)e Prieto dxdy (4. 3-2) 
GRR, A, f0) P HTE 2 =0 处 的 平面 波 ， 并 且 沿 着 由 式 (3. 5-15) ~ 
式 (3.5-17) 给 出 的 方向 余弦 a, ER AC, f,,0) 被 称 为 U(x,y,0) 的 角 谱 。 
下 面 考虑 波 场 U(x,y,z) ， 它 的 角 谱 4(f.，, Sz) 给 定 为 




















Af, fyz) = im U( x,y,z) e P7 dady (4.3-3) 
其 角 谱 形式 的 传 里 时 表示 为 
U(x.y,2) = ff AC fz) df.df, (4. 3-4) 
在 所 有 无 源 点 上 ，U(%,y,z) 满足 辫 姆 霍 兹 方程 ， 也 就 是 
VU(«,y,z) +P U(x,y,z) =0 (4.3-5) 


将 式 (4.3-4) 中 的 U(x,y,z) 代入 式 (4.3-5) ， 得 到 
三 [40.4.2 + (B -4m (PER) A, Spaz) |= df.df, = 0 (4.3-6) 
仅 当 积分 函数 为 0 时 ， 式 (4.3-6) 对 所 有 波 都 满足 ， 即 
TAG. f2) + (R -4m (fi +f?) ACL, fz) =0 (4. 3-7) 
该 微分 方程 式 具 有 如 下 解 : 





Af, fz) =A, f,,0) er (4. 3-8) 
其 中 





m= Jk -4r (fi +f) =k, (4. 3-9) 
MRA (fi +f) <h, We ERZ, FFA MATE RUMBA Foe Dalit], AR 
么 满足 这 种 条 件 的 平面 波 成 分 称 之 为 均匀 波 。 
WR 4a? (fo +f) >, p 可 以 写成 
maj JAT (F +f.) -k (4. 3-10) 








式 (4.3-8) 变 成 了 
Af, f,.2) =A, f,,0)e ™ (4.3-11) 
这 个 结果 显示 这 些 平面 波 成 分 的 振幅 在 沿 着 z 方向 传播 的 过 程 中 强烈 地 减弱 ， 这 种 波 称 
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为 隐 失 波 。 
WMR (E+E) =k, AL fz) BAL, £0) 是 相同 的 ， 那么 这 些 成 分 对 应 于 传播 
方向 与 :垂直 的 平面 波 。 
在 式 (4.3-4) 中 代入 式 (4.3-11) ， 可 以 得 到 以 4( 上 ,请 ,0) RREI ACS, faz), AM 
获得 在 (x,y,z) 处 的 波 场 
U(x,y,z) = [AG 6,0) PER geet ap ap (4. 3-12) 


这 样 ， 如 果 U(x,y,0) 是 已 知 的 ， ee io EE ease 
(4. 3-12) 中 的 积分 限制 在 一 个 圆 形 区 域 ， 给 定 为 
(4. 3-13) 
该 式 表明 传播 距离 z BEKTA PER, ， 隐 失 波 才 可 以 被 忽略 。 
在 这 种 情况 下 ， 式 (4.3-8) 表明 波 在 均匀 介质 中 传播 可 以 视 为 一 个 2-D 的 线性 空间 滤 
波 过 程 ， 其 传递 函数 为 





or VA Ant (P+ f) < 
Hf f,) = i 
Tan 0 其 他 
ee 传递 函数 的 逆 侍 里 叶 变 换 ， 即 冲击 响应 ， 将 在 例 4.6 中 进行 讨论 。 
论 在 近 场 还 是 远 场 ， 在 无 源 空 s 间 中 沿 :方向 传播 的 波 场 都 可 以 由 角 六 普 传 播 理论 正确 地 
PN r E e A A 
论 。 但 是 ， 它 们 仅仅 在 某 些 特定 的 条 件 下 成 立 。 
SFL] MEU. ] 分 别 代表 健 里 叶 变 换 和 健 里 叶 道 变换 的 变换 算 符 。 用 这 些 运算 
ZE, IÈ (4.3-12) 可 以 表示 为 
U(x,y,2) =F [FLUGs,y,0) Je FF | (4. 3-15) 
对 于 具有 特定 值 的 ALS, AC, f,.0) = FLUC, y,0)] 是 平面 波 的 复 振幅 ， 其 传播 方 


向 的 方向 余弦 为 & =2nf,, a, =2nf,, a, =2nf,, He f= [1-02-02], DERA 


(4. 3-14) 



































应 是 不 改变 振幅 ， 只 是 以 e “改变 对 应 平面 波 的 相位 。 





例 4.3 一 个 平面 波 Be™'e HLT 2 =0, AN d 的 圆 形 孔径 ， 计 算 其 在 z=a (常数 ) 
处 的 角 谱 。 
解 : 在 z=0 处 的 波 可 以 写成 
U(«,y,0) = Be" ol) 
d 


= Be" cyl 





a. 





上 面 两 个 因 式 的 傅 里 叶 变换 为 
BP BSU, /o,f,) 
oF d Jo Tombi dp) 
根据 卷 积 理论 ，V(x,y,0) 的 角 谱 为 
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ACh, fs0) = BBL, -fa f,) * F somb( dp) 


= BRU, -fa f,) * E somb (d VP +f) 
B omb (d SF-A +7 | 
可 以 看 到 ， 在 圆 形 孔径 之 前 是 单一 的 平面 波 成 分 ， 在 经 过 孔径 之 后 变 成 了 具有 无 限 个 这 
种 成 分 的 频谱 。 它 们 大 部 分 沿 着 人 射 波 场 的 方向 传播 ， 并 以 一 个 边 帽 函数 扩散 。 此 扩散 与 孔 
径 的 直径 d 具有 反比 关系 。 
在 距离 z 角 谱 变 成 了 
dB 


Alfos fy 52) = 4 somb (q (F. fa) TA 











Jk? -4m2 f2 + fF) 








4.4 PRR MISA Rie BAR (FFT) 


将 空间 变量 和 空间 频率 变量 离散 化 和 截断 后 ， 关 联 U (x,y,z) 与 U(x,y,0) 的 平面 波 角 
i, 可 以 采用 快速 传 里 叶 变 换 (Fast Fourier Transform, FFT) 来 计算 [ Brigham, 1974], Xf 
于 离散 傅 里 时 变换 和 FFT 的 讨论 ， 可 以 参阅 附录 B。 在 空域 和 频 域 对 变量 的 离散 化 和 截断 给 
定 为 


























x=Ax:n, 
y=Ay* m, 
f, = Af m 
J =Af, m (4. 4-1) 
HF, Ax, Ay, Af, 和 Af, 是 采样 间隔 ; n, m, 和 n,，m, 是 整数 且 满 足 

-M Sn, m SM, 

-M, Sn, m, SM, (4. 4-2) 
将 U( Axn, , Ayn, ,z) 和 A(Af.m, ,Af,m, 52) 分 别 写 成 U[n, Ny ,Z| Al A[ m, ‚m, zlo 采用 离散 
的 空间 和 频率 变量 , 式 (4.3-2) 和 式 (4.3-8) 可 以 近似 为 


A[m,,m,,0] = AxAy》 DULn,,n, ,0 Je "Mm tim) (4.4-3) 
ny ng 





UL msm 52] = ALAS, YY AL mm,0] or VAATAD ge Amm Areara) 

(4. 4-4) 
M, ALM, 应 该 选择 使 不 等 式 (4, 3-13) 满足 的 值 ， 这 样 隐 失 波 才 可 以 被 忽略 。 一 种 近似 的 方 
法 是 在 传 里 叶 空 间 选择 一 个 矩形 的 空间 ， 例 如 


























Ik | =2mI 太 | <k (4.4-5) 
Ik, | =2mI 广 | <k (4.4-6) 

这 样 ， 要 满足 以 下 条 件 : 
Mow! =al EF (4.4-7) 
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选择 M =M, =M,, Af= Af, =Af,, 得 出 





fax = AMM = 元 (4.4-8) 
ee 
1 
Maa (4. 4-9) 


在 实际 应 用 中 , f FS, 一 般 小 于 1 人 A。 如 果 它 们 是 已 知 的 ， 那 么 式 (4.4-8) 在 x 方向 上 
变 成 了 





Wi Ae (4.4-10) 
在 7 方向 上 
Ma (4.4-11) 


BEES. Fr A= AL = Af， 则 得 出 MM=M, =M, 
假设 FFT 的 长 度 NN 沿 着 两 个 方向 ,这样 A = Ax = Ay，Af = Af, = Af,。 下 面 讨论 N 与 M 
之 间 的 关系 。 为 了 能 够 使 用 快速 全 里 叶 变换 ， 下 面 的 式 子 必须 成 立 : 
1 
AYA -1 (4. 4-12) 
对 于 任意 的 z 值 ，U[n ,m,z] 和 ALm ,ms,z] 假设 为 周期 的 ， 其 周期 为 N。 这 样 ， 对 于 mi ， 
my, n, n, EAE 





























Ul 一 Pi ,722 ,2] =U[N-n,,n,,z] y 
ZLm ， -n,,z] =U[n,,N -n,,z] 
ZL -n,, -n,,z] =U[N -n,,N -n,,z] IV 
AL = mi ,m, 52 | =A[N -m,,m,,z] 1 一 一 一 
Alm, -m,,z] =A[m,,N-m,,z] l I I 
AL -m,, -m,,z] =ALN-m,,N-m,,z] (4. 4-13) 
X 
将 负数 坐标 区 域 映射 到 正 数 坐 标 区 域 ， 如 图 4. 2 所 示 。 | II IV i 
根据 式 (4. 4-13), 式 (4.4-3) 和 式 (4.4-4) 可 以 写成 | 
如 下 形式 : E | 
None ， 图 4.2 将 负数 坐标 区 域 映射 到 正 数 
Alm,,m,,0] =A’? >) >》 U[n,,n, ,O]e Frere) 坐标 区 域 示意 图 ， 以 便于 采用 FFT 
ny =Ong =0 
(4. 4-14) 
N-1 N-l "T 
Uln,,m,,2] = (Af)? 2 > Alm, sma ]e n ma) (4. 4-15) 
mı =0m =0 
其 中 
多 (4. 4-16) 


其 中 ，m Film, 满足 条 件 式 〈4.4-2 ) 。 同 样 假设 Alm, ,m,,z] 是 周期 的 ， 且 其 周期 为 N。 
Al —m,,m, ,z | =A[N-m,,m, ,z] 
A[m,, -m,,z] =A[m,, N -m,,z] 
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Al -m,,-m,,z] =A[N-m,,N-m,,z] (4. 4-17) 
可 以 看 到 ， 由 于 使 用 了 循环 卷 积 而 不 是 线性 卷 积 ， 在 使 用 FFT 时 因 其 周期 性 条 件 导致 

了 混 涌 现象 的 产生 ， 为 了 减少 混 消 现 象 ， 输入 和 输出 孔 径 可 以 用 零 填 充 到 一 个 太 寸 ， 即 M' = 
2M。 这 样 ，N 可 以 做 如 下 选择 : 








-人 N 为 偶数 
2M'+1 N 为 奇数 
另外 ， 当 WNW 是 2 的 乘 方 的 时 候 ，FFT 通常 具有 更 高 的 效率 。 这 样 ，N 实际 选择 为 大 于 上 面 计 
算 获得 的 值 ， 使 其 为 2 的 乘 方 。 

st (4.4-15) Ast (4.4-16) 现在 可 以 写成 


N-1 N-1 


Ulm sme] = (ANDY [Alm m0] 
oa 式 (4 4-19) 就 是 2-D 离散 传 里 叶 逆 变换 (DET) 的 形式 。 
由 于 (AfA)? = 一 ,， 式 (4.4-14) 和 式 (4.4-15) RAY A? 和 (AP)? 可 以 被 忽略 ， 


(4. 4-18) 








B24m2( Af2) (m3 +m3) 





Jeon (4. 4-19) 





eee iat, 


总 结 起 来 ， 采 用 角 谱 理论 和 FFT 方法 从 U(x,y,0) 获得 U(x,y,z) 的 步骤 如 下 : 

. 采用 上 述 方法 生成 Ui n,n,,0]。 

. 根据 式 (4. 4-14) 采用 FFT 计算 4A[m,m,,0]。 

. 根据 式 (4.4-16) 计算 Alm, ,m,,z]。 

. 根据 式 (4.4-19) 采用 FFT 计算 U[n,n,,z]。 

. 根据 式 (4. 4-13) 调整 UV[ n,n,,z]， 使 负数 坐标 空间 重新 映射 到 正 数 坐标 空间 。 
上 述 讨论 的 结果 可 以 容易 地 推广 到 沿 x A y 方向 不 同 数量 的 数据 点 。 


na A U N-e 








例 4.4 假设 做 出 如 下 定义 : 
ffishift; 由 式 (4.4.13) 和 式 (4.4.17) 定义 的 操作 。 
ft2 ，iff2 : 分 别 为 2-D FFT 和 2-D ji FFT, 
H: 式 (4.3.14) 给 出 的 传递 函数 。 
U: 分 别 为 输入 和 输出 场 。 
根据 该 定义 ， 一 段 AM 程序 为 : 
ul = fftshift ( fft2 ( fftshift(u) ) ) 
u2 =H » ul 
U = fftshift ( ifft2 ( fftshift( u2 ) ) ) 


说 明 该 程序 可 以 被 缩减 到 
ul = fftshift( ff2(u) ) 


u2 =H » ul 
U = ifft2 ( fftshift( u2 ) ) 
解 : 两 段 程序 的 不 同 之 处 在 于 ,在 第 一 步 和 第 三 步 程序 中 ,减少 了 ffshift。 这 样 做 是 可 能 
的 ， 因 为 1-D DFT 具有 以 下 性 质 : 





© 衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 


如 果 w[n] =u[n-2], IWA ULE] Uke, Mhh ffishift 被 去 掉 后 ， 其 结 
REAME 。-”。 当 第 三 步 程序 中 的 ftshift 被 去 掉 后 ， 同 样 的 相 移 产生 正确 的 输出 0。 


























例 4.5 假设 给 定 如 下 参数 : 

输入 尺寸 32x32  N=512 

A =0. 0005 z= 1000 
上 式 中 的 单位 为 mm。 一 个 输入 的 高 斯 场 为 
U(x,y,0) =exp[ -0.01m(z +9") ] 
输入 高 斯 场 的 亮度 如 图 4. 3 所 示 。 对 应 的 输出 场 的 亮度 由 上 
述 ASM 程序 计算 ， 如 图 4.4 所 示 。 如 果 距 离 z ZÆ 100, X} 
应 的 输出 场 如 图 4.5 ras, Ak, ASM 程序 可 以 被 应 用 于 任 | 
何 距 离 xz。 正 如 期 望 的 那样 ， 如 果 输 入 场 是 高 斯 分 布 ， 输 出 -15 -10 -5 0 5 10 15 
场 同样 是 高 斯 分 布 。 图 4.3 ”输入 高 斯 场 的 亮度 



















































































-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15 




















图 4.4 MIER z=1000 时 ， 输 出 高 斯 场 的 亮度 图 4.5 IER z=100 时 ， 输 出 高 斯 场 的 亮度 

















例 4.6 给 出 式 (4.3.14) 中 传递 函数 的 冲击 响应 函数 。 
解 : 冲击 啊 应 是 传递 函数 的 逆 傅 里 叶 变换 
h(x,y) = E E e"[1 2 Af- AP T ala df.df, (4. 4-20) 
RTEA HS, f,) 具有 圆柱 对 称 性 。 因 此 ， 采 用 柱 面 坐标 ， 令 
x =rcosð, y =rsinð, f, =pcosh, f, =psind 
在 柱 面 坐标 下 ， 式 (4.4-20) ÆT (Stark, 1982] 
hn) = ze], EA LOT pd 


AF, I) FESR ASAE UL SEAR PRK 
上 述 的 积分 可 以 进一步 计算 为 


kl z2 4721/2 
pras ] 


1 
h = = 1+ 4. 4-21 
(7) ls ar | [2 +r] | jkl? +r ]'? | ( ) 
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例 4.7 给 出 点 源 U(x,y,0) =8(x-3)d(y-4) 的 波 场 。 
解 : 输出 的 波 场 为 





U(x,y,z) =U(«,y,0) *h(x,y,z) 


jk[ 22 + x2 + y2]1/72 


1 
~8(«-3)8(y -4) sare 


1 iil + (2-324 -4212 


jaz” 


œ~ 





4.5 基 尔 霍 夫 衍射 理论 


4.3 节 中 讨论 的 平面 波 角 谱 的 传播 描述 了 和 衍射。 然而， 衍射 同样 可 以 移 用 交 姆 霍 效 方 








程 ， 然 后 采用 格林 定理 把 它 转 化 为 一 个 积分 方程 来 处 理 。 
格林 定理 引入 两 个 复 值 函数 U(r) 和 G(r) (格林 函数 ) 。 如 
图 4.6 所 示 , S 5 为 包围 体积 为 V 的 某 空间 的 封闭 曲面 。 
若 在 S 面 内 和 5 HE, U AG 具有 单 值 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， > 
没有 任何 的 奇 点 ， 格 林 公 式 表 明 
f ce vu- v vow = (6S -052)jd (4.5-1) 























: 图 4.6 格林 公式 中 使 用 
oe tee 的 体积 及 其 表面 


在 我 们 的 分 析 中 ，U 对 应 于 波 场 。 

考虑 一 个 任意 传播 的 波 场 ， 产 生 于 初始 平面 z =0， 传 播 到 某 一 个 
z 值 的 观察 平面 。 图 4.7 显示 了 该 几何 关系 。 在 图 4.7 P, P, 是 观察 
平面 上 的 一 个 点 。P, 可 以 视 为 是 空间 中 的 任意 点 ， 在 图 中 位 于 初始 平 
面 上 。 封 闭 曲 面 是 平面 $。 AS, 的 和 。 此 处 用 有 效 积分 表示 衍射 的 格 
林 函 数 有 两 种 选择 ， 下 面 将 加 以 讨论 。 


4.5.1 BREATH ay ee 



































公式 中 的 几何 关系 
基 尔 霍 夫 选择 的 格林 函数 是 一 个 球面 波 ， 给 定 为 
G(r) = (4. 5-2) 
AF, rr 是 从 P, BP, 方向 的 位 置 撩 量 ; mW 是 对 应 的 距离 ， 给 出 为 
To =| (x0 - x)? + (Yo 一 y)’ +z J'A (4. 5-3) 
U(r) 满足 净 姆 堆 效 方程 ， 由 于 G(r) 是 一 个 扩展 的 球面 波 ， 同 样 满足 交 姆 霍 兹 方程 
VG(r) +k G(r) =0 (4.5-4) 


式 (4.5-1) 的 左边 可 以 写成 
J| [e Vu -u Vela = ff PLUG - ucia =0 
这 样式 (4.5-1) ZRT 
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Jel ov“ lease (4.5-5) 
Í, ðn ðn 


在 图 4.7 中 的 表面 $, E, A 
ell 


G(r) = 页 
TOENE 

在 表面 % 上， 式 (4.51) 后 面 的 积分 部 分 变 成 了 
I, = [ocr (2 - jnu)as 





= [Em (2 - jku)Raw 


-Le a0) 
RP, NÆ S, XTP, 点 所 成 的 立体 角 。 
当 R 一 w 时 ， 当 满足 下 式 条 件 后 ， 最 后 的 积分 项 趋 近 于 0: 
tim a(S? ju) =0 (4. 5-6) 

这 个 条 件 被 称 为 索 末 菲 辐 射 条件 。 我 们 已 经 通过 实验 进行 了 验证 。 

接 下 来 考虑 的 是 5, 上 的 积分 。 除 了 标示 为 4 的 孔径 之 外 ， 其 他 部 分 是 一 个 不 透明 的 无 
穷 平 面 。 平 面 上 孔径 衍射 的 边界 条 件 通常 有 两 种 近似 : 德 拜 近似 和 基 尔 霍 夫 近似 [ Good- 
man，2004 ] 。 在 德 拜 近似 中 ， 和 人 射 光 场 的 角 谱 有 一 个 突然 的 截断 ， 从 而 只 能 得 到 沿 特定 方 
向 穿 过 孔径 的 平面 波 。 例 如 ， 从 孔径 穿 过 的 方向 平面 波 可 能 聚焦 在 一 个 点 。 在 聚焦 区 域 的 光 
场 是 穿 过 的 所 有 平面 波 的 到 加 ， 这 些 平面 波 在 一 个 圆锥 体 中 传播 ， 圆 锥 的 顶点 是 聚焦 点 ， 底 
是 平面 上 的 孔径 。 

基 尔 霍 夫 近似 更 加 和 常用。 如果 孔径 4 在 平面 z=0 上 ， 如 图 4.7 所 示 ， 则 在 平面 z=0* 上 
的 基 尔 霍 夫 近似 条 件 为 














U(x,y,0 A 
U(«,y,0°* ) -| 7:0) n (4.5-7) 
ð 
—U X,Y,Z 4 内 
Treaa l a e T (4.5-8) 
= 0 4 外 











可 以 看 到 ， 根 据 基 尔 霍 夫 近似 条 件 ，UV(x,y,z) 和 它 在 z 方 向 上 的 偏 导 数 ， 当 z =0 时 ， 
在 孔径 外 是 不 连续 的 ， 而 在 孔径 内 是 连续 的 。 这 种 条 件 称 为 基 尔 霍 夫 边界 条 件 。 于 是 得 到 
U(P, ) 的 解 





U(P,) = gall, e2 -ve (4.5-9) 


4.5.2 人 菲 涅 耳 - 基 尔 霍 夫 衍射 公式 
假设 ry 远大 于 光 的 波长 ， 可 以 得 到 以 下 的 近似 条 件 : 
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ðG(P,) 9 fe | =cos(0) [j+ -+ Jecr,) =jkcos(0)G(P, ) (4. 5-10) 


on ðn L To, 


这 样 ， 式 (4.5-9) 变 成 了 


U(P,) = =Í, = [= ~ jkcos( 0) U |as 


把 该 式 应 用 于 从 点 P, 发 出 的 球面 波 UCP,), WRI 4.8 Prax. 
定义 Pi 与 忆 之 间 的 距离 为 mm , 于 与 六 之 间 的 夹 角 为 0,， 得 到 











jkro, ie 4 > : 
UCP,) 560a) "P 
ðU(P,) . | 
Sjkcos(0,) Cr) 


图 4.8 球面 波 照 明 下 


得 到 的 一 个 平面 孔径 

















1 f eat") [cos(0) - cos(@, ) 
up)= 寺 | — | > |as (4.5-11) 


式 (4.5-11) 为 菲 涅 耳 - 基 尔 霍 夫 衍射 公式 ， 它 对 球面 波 通过 平面 孔径 的 衍射 是 有 效 的 。 
4.6 Fin Fl -28 AR SET AEB 


在 前 面 的 分 析 中 ， 利 用 式 (4.5-2) 所 示 的 格林 函数 ， 以 及 一 系列 的 简化 近似 ， 得 到 了 
非 涅 耳 - 基 尔 霍 夫 公 式 。 然 而 ,在 该 公式 中 具有 一 些 内 在 了 矛盾。 这 些 矛 盾 将 被 索 末 非 利 用 如 
下 的 格林 函数 加 以 解决 : 





Goa te (4.6-1) 


其 中 ,no 是 从 点 P, 到 P, 的 距离 ，P 是 P, 相对 于 初始 平面 的 镜像。 
利用 上 述 第 二 格林 函数 ， 得 到 了 第 一 瑞 利 - 索 末 菲 衍射 公式 ， 为 
U(x ,yo,z) = ne U(x,y,0) F dedy (4. 6-2) 
基于 卷 积 理论 的 该 方程 的 另 一 种 形式 将 在 下 一 节 加 以 介绍 。 
平面 孔径 的 瑞 利 - 索 末 菲 衍 射 模型 如 图 4. 9 所 示 。 
式 (4.6-2) 表明 U(xu,y,z) 可 以 被 视 为 发 散 球面 波 的 线性 组 
合 ， 每 一 个 球面 波 从 点 〈*,7,0) Be, SUI =, BRL, ey 
称 为 惠 更 斯 - 菲 涅 耳 定律 。 ors 
可 以 看 到 ， 式 (4.6-2) 是 一 个 在 x，y 上 的 2-D 线性 卷 积 
U(% 5% 52) =U(x,y,0) *h( x,y,z) (4. 6-3 ) 
其 冲击 响应 h(x,y,z) 为 








图 4.9 平面 孔径 的 
2424/2 FA- RIER ATERA 
jk: [ ] + esr] 


z= 2 (4. 6-4) 
2 
2 











1 
h(x,y,z) jA 














传递 函数 ACS, f z) 是 h(x,y,z) 的 2-D 傅 里 叶 变 换 ， 为 
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H(f., ee) ERRA (4.6-5) 
这 与 在 4. 3 节 中 讨论 的 平面 波 角 谱 传 播 的 传递 函数 是 相同 的 。 因 此 ， 瑞 利 - 索 未 菲 衍 射 理论 
和 平面 波 角 谱 理论 是 完全 等 价 的 。 
4.6.1 基 尔 霍 夫 近似 
将 基 尔 霍 夫 近似 合并 人 第 一 瑞 利 - 索 末 菲 积分 式 得 到 
1 z 
U(x,y,z) = Ur) 7 a 
z/r 经 常 被 写成 cos(n,r, ) ， 表 示 图 4.9 Pz HHS ry, ZTE FAIA SX 
4.6.2 第 二 瑞 利 - 索 末 菲 公式 
可 以 用 另 一 种 同样 成 立 的 格林 函数 来 代替 G(r), RO 


e e 
+ 


t 
To To 





jkr 
e! 01 





dxdy (4.6-6) 








G(r) = (4. 6-7) 





1 ff 8UCx,y,0) el 
Gad = +f, (its Le a (4.6-8) 


式 中 ， SUO A u(x y0) 在 法 向 (z 方 向 ) 上 的 偏 导数 。 


可 以 看 到 ，4. 5 节 中 讨论 的 基 尔 霍 夫 解 是 第 一 和 第 二 瑞 利 - 索 末 非 解 的 算术 平均 [Good- 
man, 2004], 





4.7 第 一 瑞 利 - 索 末 菲 衍 射 积 分 的 另 一 种 推导 





假设 场 U(r) 源 自 半空 间 zj， 该 空间 位 于 z=0 平面 上 。 我 们 需要 得 到 20 的 U(r)。 
U(x,y,0) 用 角 谱 形式 表示 为 
U(x,y,0) = S AE, L0) df.df, (4.7-1) 
从 卷 积 的 理论 分 析 ， 这 个 方程 可 以 理解 为 找到 一 个 具有 上 归 一 化 传递 函数 的 LST 系统 的 输 
出 。 该 系统 的 冲击 响应 为 
h(x,y,0) = | afar, (4.7-2) 


如 果 240 会 怎样 呢 ? 基于 式 (4.7-1) WR 4.6 节 中 衍射 积分 的 其 他 推导 ,h(x,y,0) # 
示 为 








h(x,y,z) = zal, dkak, (4,73) 
其 中 , r 和 天 分 别 在 式 (3.2-28) 和 式 (3.2-30) 中 给 出 。 式 (4.7-3) 可 以 写成 
h(x,y,2) =- 去 二 (二 三 e ak,dk, ) (4.7-4) 
括号 内 的 量 可 以 看 成 是 球面 波 的 平面 波 展开 [Weyl] 
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将 结果 代入 式 (4.7-4) ， 得 到 





1 ð fei 
h(x,y,z) = 二 ife) (4.7-6) 
式 (4.7-6) 等 价 于 
1 z e 
h(x,y z) Arr (4.7-7) 
衍射 场 U(x,y,z) 可 以 表示 为 U(x,y,0) 与 h(x,y,z) 的 卷 积 
Dega = E U(x ,y,0) Ea (4.7-8) 
利用 式 (4.7-6) ， 该 结果 经 常 写成 
U(x,y,z) = SE U(x,y,0) oe )dxdy (4.7-9) 


4.8 非 单 色 波 的 瑞 利 - 索 末 菲 衍射 积 


在 非 单 色 波 的 情况 下 ， 如 式 (4.2-5) 中 那样 ，U(r,t) 用 其 傅 里 叶 变换 形式 表示 ， 即 
U(r, f) =Uj(x,y,z, flo RAF = -f, 该 式 可 以 写成 

















U(x,y,z,t) = 三 U, (x,y,z, -f eP dj (4.8-1) 
Ua yz, -f 满足 单 孔径 下 的 瑞 利 - 索 未 非 积 4 
U(«x,y,z, -f') = hue y,0 TF e” "a dxdy (4. 8-2) 


将 结果 代入 式 (4.8-1), ， 得 到 
= 1 nz eo 
U(x,y,z,t) = [. [hwo, -f ) P ra 








edj (4. 8-3) 
有 
Af=e (4. 8-4) 
AP, c 是 波 的 相位 速度 。 
利用 这 种 关系 并 改变 式 (4.8-3) 中 的 积分 顺序 ， 得 到 


U(x,y,z,t) = | = 





t Imer, [| - j2nf'U,(x,y,0, -f'e Pee df” |axdy (4. 8-5) 


由 于 


d daf” _ opty) Rafti yp 
gU) = L. U,(«,7,0, f')e df 


= | -j2uf'U,(x,y,0, - fe Pf" 
st (4.8-5) 同样 可 以 写成 
1 
U(x,y,2,t) = op «lu (z, y,0 t =) ary (4. 8-6) 
可 以 看 到 ,在 (x,y,z), zo 处 的 波 依赖 于 (x, y,0) 处 的 波 对 时 间 的 导数 ， 该 波 被 延迟 move， 
这 个 时 间 正 是 波 从 P, 传播 到 P, 需要 的 时 间 。 
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第 5 RE 非 涅 耳 与 夫 琅 禾 费 近似 


5.1 本 章 引 论 














在 标量 衍射 积分 的 菲 涅 耳 近 似 与 夫 琅 禾 费 近似 情况 下 ， 可 以 利用 简单 的 健 里 叶 积 分 来 计 
算 光 波 的 传播 ， 而 且 允 许 衍 射 输入 面 和 输出 面具 有 不 同 的 窗口 
尺寸 。 但 是 ,这 种 近似 仅 在 特定 区 域 成 立 ， 当 输出 面 非常 靠近 | 
衍射 输入 而 孔径 时 ， 近 似 不 再 成 立 。 瑞 利索 末 非 积分 、 非 湿 耳 4 moan a 
近似 和 夫 琅 禾 费 近似 各 自 成 立 的 区 域 如 图 5. 1 所 示 。 | | FRAGT 

衍射 输入 面 右边 的 整个 半 区 为 瑞 利 - 索 末 菲 区 ， 菲 涅 耳 区 和 图 5 1 三 个 衍射 区 的 划分 
夫 琅 禾 费 区 均 为 瑞 利 - 索 末 菲 区 的 一 部 分 。 菲 涅 耳 近 似 区 的 开始 
边界 可 以 从 本 章 的 方程 式 (5.2-5) 和 式 (5.2-7) 推导 出 ， 而 夫 琅 禾 费 近似 区 的 开始 边界 可 
以 从 方程 式 (5.5-1) 导出 。 但 是 ， 对 于 这 些 区 域 边界 的 理解 要 非常 谨慎 ， 在 第 7 章 中 给 出 
进一步 解释 。 

通常 来 说 ， 远 场 一般 指 夫 形 禾 费 区 ， 而 近 场 可 以 认为 是 介 于 衍射 输入 面 和 夫 琅 禾 费 衍射 
区 之 间 的 区 域 。 

本 章 共 分 10 节 。 其 中 ，5.2 节 给 出 菲 涅 耳 区 内 光波 的 传播 ; 5. 3 节 推 导 了 菲 涅 耳 区 波动 
传播 的 快速 傅 里 叶 变 换 方 法 ; 5.4 节 推 导出 菲 涅 耳 近 似 实质 上 为 傍 轴 波动 方程 的 解 ; 5.5 节 
Wit SARA EK MEA o 

衍射 光栅 是 一 类 具有 周期 性 结构 的 光学 器 件 ， 上 有 具 有 非常 重要 的 应 用 。 对 如 何 分 析 由 
光栅 发 出 的 光 在 菲 涅 耳 区 和 夫 环 禾 费 区 的 衍射 分 布 ， 本 章 也 给 出 了 经 典 的 例子 。 本 章 
第 5. 6 节 讨 论 了 衍射 光栅 的 基本 结构 。 第 5.7 节 、5. 8 节 和 5.9 节 分 别 重点 讨论 了 正 蓄 
幅 值 型 光栅 的 夫 环 禾 费 和 了 衍射 、 正 弱 幅 值 型 光栅 的 菲 涅 耳 衍 射 和 正弦 相位 型 光栅 的 夫 琅 
禾 费 衍射 。 












































5.2 JERE GTS 





仅 考 虑 径 向 尺度 为 工 的 范围 内 的 输入 波 





U(x,y,0) =0, Vx +y >L, (5.2-1) 
类 似 地 ， 在 输出 观察 面 上 仪 关注 径 向 尺度 为 L 的 范围 内 的 场 分 布 
U(xo,y0,20) =0, Vxo +y >L, (5.2-2) 


式 (4.6-3) PÉI ro, E PRA h: 
(xo -%) + (yo -7y) 72 


Tor =:[1+ z (5.2-3) 


Z 
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其 中 ，(x,y,0) 为 输入 面 上 点 的 坐标 ; (20:700) 为 观察 面 上 点 的 坐标 。 在 上 述 两 个 限制 条 
件 下 ， 可 以 得 到 


[(xo —x) +(7o 一 y) Jax S (Ly +)? (5.2-4) 
上 述 不 等 式 的 上 界 将 在 后 面 讨 论 中 用 到 。 如 果 
Iz lL, +L, (5. 2-5) 


则 方程 式 (4.7-6) 中 的 (1AA) (2/7) 可 以 近似 为 1/A。 但是， 在 处 理 相位 项 时 需要 特别 
HR, a 项 式 : 


kro, =kz +5- E =e) tiny] -Bl -x) + (yo =y) ] + (5.2-6) 
E K(L, +L,)*/(81z1°), HWE TAFT, JTF lrad 
s ECU +L)’ 
ie ar (5.2-7) 
在 上 述 对 1 zl 的 约束 下 ， 相 位 项 可 以 做 如 下 近似 : 
kro he + EL (a 2)? + (yo -7)’] (5. 2-8) 





上 述 所 做 的 近似 就 是 所 谓 的 菲 涅 耳 近 似 。 由 式 (5. 2-5) 和 式 (5. 2-7) 所 限定 的 区 域 称 
为 菲 涅 耳 区 。 在 这 个 区 域内 ， 式 (4.7-8) 可 写 为 


U(x ,yz) = EEST Ua, 0) eo dady (5.2-9) 
式 (5.2-9) 是 对 变量 x Al y 的 二 维 卷 积 ， 可 以 进一步 写作 
U(xo ,Yo ,2) =U(x,y,0) *h(x,v,2) (5. 2-10) 
式 中 的 脉冲 响应 函数 由 下 式 给 出 : 
_ e jE? +92) _ 
h(x,y,z) E (5.2-11) 
对 应 的 传递 函数 为 
H(f,, fpr) = ee RD (5.2-12) 
式 (5.2-9) 中 的 二 次 方 项 可 展开 ， RS 2a) URA 
U(% 5% 52) = ae ogee J U'(«,v,0)e? ine(a0 +7 % dxdy (5. 2-13) 
其 中 
U'(x,y,0) =U(x,y,0) e+” (5. 2-14) 


式 (5.2-13) RI, PANS EAR AY ME AF, U(x) ,yo,z) 恰好 是 以 (x,y,0) 的 二 
维 傅 里 叶 变 换 ， 对 应 的 空间 频率 分 别 为 f =xo/(Xhz), f=y0/(Az)。 


























1 利用 式 (4.4-21) 和 角 谱 法 ,， 求 菲 涅 耳 衍射 的 脉冲 响应 函数 。 
» 对 式 〈4. 4-21) ， 当 满足 cer 时 ， 式 〈4. 4-21) 右边 的 第 二 项 及 第 三 项 均 可 以 近似 为 1。 
[z +r ]“ 展 成 泰勒 级 数 ， 并 保留 前 两 项 ， pa (4.4-21) 变 为 


Ea? +92) 


h(x,y,z) a 


其 与 式 (5.2-11) 完全 一 致 。 
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例 5.2 已 知 点 光源 可 用 U(x,y,0) =8(« -3)8(y -4) 模 拟 ， 求 其 菲 涅 耳 区 的 衍射 场 分 布 。 
解 : 输出 面 的 衍射 场 可 表示 为 
U(x,y,z) =U(x,y,0) *h(x,y,z) 


ae - Ll) 
~[8(% -3)8(y -4)] * se 











(x-3)2+ (y-4)2 
al ite [1+ 22 ] 


TA 




















例 5.3 采用 波长 为 0.5pm 的 平面 波 垂直 入射， 波 照明 半径 为 2mm 的 圆 形 孔径 。 如 果 观 察 
区 的 半径 限制 为 10cm 以 内 ， 求 当 z 满 足 什么 条 件 才 能 得 到 菲 涅 耳 衍射 。 
解 : HL, =0.2cm, L, =10cm， 根 据 式 (5.2-4), A 








z>10.2cm 
为 了 使 不 等 式 成 立 ， 可 考虑 乘 以 10 倍 放 大 因子 ， 则 有 
z=1. 02m 


同时 ， 由 式 (5.2-7), PJAN z 需 满足 的 第 二 个 限制 条 件 为 


3.5271 x0. 102" ‘ 


4x107 
即 

z->5. 4m 
采用 10 倍 的 放大 因子 ， 可 最 后 得 到 > 需 满 足 

z=54m 





可 见 ， 由 式 (5.2-7) 确定 的 第 二 个 限制 条 件 给 出 的 z 值 要 更 大 一 些 。 虽 然 如 此 ， 这 个 
条 件 对 于 有 效 的 菲 涅 耳 近 似 并 不 是 必要 的 [ Goodman], RM, bro, 的 值 非常 大 ， 这 导致 
二 次 相位 因子 e 扣 产生 快速 振荡 。 因 此 ， 对 本 射 积 分 起 主要 贡献 的 点 来 自 于 那些 接近 (xy, 
Yo) 的 点 (x ~ ,YY~yo)， 这 些 点 称 为 稳 相 点 [Stammnes, 1986], 。 所 以 ， 对 一 个 区 域 ， 当 
其 最 小 z 值 处 于 由 式 (5.2-4) 和 式 (5.2-7) 给 出 的 两 个 值 之 间 时 ， 可 以 认为 此 时 菲 涅 耳 近 
似 成 立 。 事 实 上 ， 在 近 场 区 域 菲 涅 耳 近 似 经 常 被 用 来 分 析 许多 光学 现象 ， 关 于 这 种 近似 有 效 
的 原因 将 在 第 7 章 介 绍 。 








例 5.4 若 正 方形 孔径 的 边 长 为 D, 采用 振幅 为 1 的 平面 波 照明 ， 求 其 菲 涅 耳 衍 射 的 条 纹 。 


解 : 输入 波 可 写 为 
U(«,y,0) = reer( £ Jeei( 2) 

菲 涅 耳 衍射 可 以 写成 卷 积 形式 
U( ) = oy” gal (z-z0)2+(7-0)3 g d 
i a jaz pa xay 


- =| 
j 


(5. 2-15) 


D/2 
e 


y= oda] | 





考虑 如 下 积分 : 
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JAZ D/2 
A 
v= T) 
则 工 变 为 
| fe ny 
I= =| e2” dy 5. 2-16 
ae (5. 2-16) 
其 中 x Al x, 分 别 为 
2(D 
x, = 42 +1] 
2(D 
x = 2AP an] 
于 是 式 (5.2-15) 可 改写 为 
sl | a (5.2-17) 
Zo J 
非 涅 耳 积 分 C(z) 和 $(z) 定义 为 
C(z) = J, cos( = Jao (5. 2-18) 
Siy = [sin (=) (5. 2-19) 
利用 C(z) F S(z), xk (5.2-17) 可 写 为 
1 : 
T=) C(x.) - C(x, S(x) -SC%, 5. 2-20 
: ag bets) (x) ] iL Ste.) -SCx,) | ( ) 
类 似 地 ， 对 式 (5.2-15) 中 关于 y 的 积分 部 分 也 可 以 利用 上 述 积分 ， 并 记 为 1: 
”nn (5. 2-21) 
1 : 
= LC - C, SCY) = SO 
ait (yo) = GC) ] +L SO) =S) 1) 
其 中 
2 (也 
Yb = - 2(F +5] 
2(D 
r= J2 -n) 
对 于 U(x。 ,yz) ， 方 程式 (5. 2-15) 可 写 为 
e" (5. 2-22) 


U(x No ,2) 二 


于 是 发 光 强 度 (xs 7,z) = 1U(Cx yz) 1? 可 写 为 
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I 9 9002) = CCCa) -CC ) + [ 8) -STI (5223) 


LECC.) =C) |? ESO) -SO T) 





菲 涅 耳 数 Ni 定义 为 
(5. 2-24) 


x pHa 为 常数 时 ， 菲 涅 耳 数 Wi 随 着 z 的 增加 而 
减 小 。 

方 孔 的 菲 涅 耳 衍 射 的 强度 分 布 分 别 如 图 5.2 ~ 
图 5.5 所 示 。 随 着 z 不 断 减 小 ， 衍 射 光 强 分 布 开 
台 变 得 与 输入 面 处 的 正方 形 孔 径 相 似 ， 这 在 例 
5.5 中 得 到 了 进一步 的 例证 。 图 5.2 给 出 了 所 用 
的 方 孔 图 像 ， 图 5. 3 是 方 孔 的 菲 涅 耳 衍 射 条 纹 ， 
图 5. 4 AALS. 3 中 衍射 条 纹 的 三 维 图 像 。 图 5.2 研究 衍射 所 用 的 输入 面 处 的 方形 孔径 





















































图 5.3 方 孔 在 菲 涅 耳 区 的 衍射 条 纹 强 度 分 布 图 5.4 与 图 5.3 FAIR AS Dy FL ESE UA 
的 衍射 条 纹 的 三 维 空间 强度 分 布 




















区 








615.5 利用 非 涅 耳 近 似 ， 验 证 对 于 较 小 的 z， 和 矩形 孔径 的 衍射 条 纹 强度 分 布 与 矩形 孔径 
相似 。 
解 : 矩形 孔径 的 衍射 条 纹 强 度 分 布 由 式 (5.2-23) 给 出 ， 其 中 D, 和 D, 分 别 表示 x 和 y 方向 
的 孔径 尺寸 D。 对 于 非常 小 的 z， 各 变量 可 写 为 











2(D 一 oo x > -D,/2 
BETA > +o < -D2 
2(D +0 wo <D/2 
En Nah -| = eo 
2(D =% Yy > -D,/2 
on a a -| +œ Yy < -D/2 
2/D + oo Yo < D,/2 
ma 2) | 9 oD 


SSH PRA SAMA PIE © 


而 余弦 积分 和 正弦 积分 的 渐进 极限 分 别 为 
C( +”) =S(+%)=0.5, C(-%»)=S(-%) =-0.5 
于 是 ， 对 于 非常 小 的 z， 式 (5.2-22) BH 


T(xo ,Yo 02) =reai{% je 


Gi 5.6 试 给 出 使 角 谱 法 近似 变 为 菲 涅 耳 近似 的 条 件 。 
解 : 角 谱 法 的 传递 函数 由 下 式 给 出 : 











这 2 — Aqr2 2 2 1 

er VE UD +f < 

H, F fy) -| A 
0 其 他 


而 菲 涅 耳 近 似 的 传递 函数 由 下 式 给 出 : 
Welford a p 

如 果 有 
4m (f? +f 
Pargaa Eh) 

这 就 是 说 ， 如 果 保 留 H G f,) 的 泰勒 展开 的 前 两 项 ,， 则 AS, f,) EH H f) o 
MARL. ALIKI 时 ， 这 样 的 近似 成 立 。 因 此 ， 当 衍射 角度 较 小 时 ， 菲 涅 耳 近 似 和 角 谱 法 近 
似 等 价 。 














5.3 ” 菲 涅 耳 衍射 的 快速 傅 里 叶 变 换 的 实现 


菲 涅 耳 衍 射 既 可 以 通过 由 式 (5.2-10) 所 给 出 的 卷 积 来 实现 ， 也 可 以 直接 由 对 式 
(5. 2-13) 进行 离散 并 利用 离散 健 里 叶 变 换 ( Discrete Fourier Transform, DFT) 来 实现 。 利 用 
卷 积 法 实现 时 ， 与 利用 平面 波 的 角 谱 法 来 实现 类 似 ， 这 里 不 再 讨论 。 下 面 讨论 第 二 种 方法 。 

& U(m,,m,,0) =U(Axm,,Aym,,0) 为 u(x,y,0) 的 离散 化 表示 ，x My 分 别离 散 为 
Axm, 和 Aym, 。 类 似 地 ，xo 和 为 分 别离 散 为 Axon, 和 Ayon,。 于 是 





















































U"(m, ,m, ,0.) = Um „m; ,0) el Sm? + ym (5. 3-1) 
为 了 采用 快速 傅 里 叶 变换 ， 式 (5.2-13) 的 傅 里 叶 变换 核 需 表 示 成 如 下 形式 : 
e Tiloe +09) = gael ArAxomin + AyAyomana) 一 =ë -pm (Sh Mi 1 2) (5. 3-2) 

















式 中 ，N 、mN 为 快速 傅 里 叶 变换 的 数据 大 小 。 
进一步 ， 由 式 (5.3-2) 可 知 


27 _ 2a E Mani 
Tox = CAxAxomami =27 NO 
于 是 有 
A 
Ax Ax, =". (5. 3-3) 
类 似 地 ， 有 


© PTA, EMEF | 


AyAy =% (5.3-4) 


这 就 是 说 ， 较 小 的 Ax 或 Ay 分 别 对 应 于 较 大 的 Ax, 或 Ay,， 反 之 亦 然 。 将 方程 式 
(5.3-3) 与 式 (5.3-4) 和 式 (4.4-12) 所 给 出 的 角 谱 法 对 比 ， 由 于 f= xo/Az, f, = Yo/Az， 
所 以 这 几 个 方程 式 是 等 价 的 。 不 过 现在 输出 可 以 直接 由 式 (5.2-3) 给 出 ， 而 不 需要 通过 道 
变换 的 计算 ， 所 以 此 时 输入 和 输出 面 的 窗 函 数 可 以 具有 不 同 的 尺寸 。 

为 了 使 用 快速 傅 里 叶 变 换 ， 如 第 4.4 节 中 所 讨论 的 ，V' (mi,m,0) 被 平移 了 






































(Fe, TE). JE UCm m0) 表示 变换 的 结果 ， 于 是 离散 的 输出 波 U(m m) = UC Aron, 
Aym ,2) 可 表示 如 下 : 
U(n,, n, ,z) = eet Axgn,)2+(Ayong Paay > È U" (m, „m, 0)e -jpr (21 me m) (5.3 -5) 


将 CCm ,n, ,z) 再 次 平移 | > a pie 有， 








例 5.7 对 例 4.4， 采 用 该 例题 中 相同 的 定义 ， 菲 涅 耳 衍 射 的 伪 代 码 可 写成 如 下 形式 : 
-k, oo, 2 
ul =u * exp|j 7 +y)| 


u2 = fftshift( u1 ) 
jkz 
u3 = jaz 


U = fftshift( u3 ) 


2 4 2 
i259 +90) x u2 





5.4 傍 轴 波动 方程 





菲 涅 耳 近 似 实质 上 是 下 面 将 要 推导 的 傍 轴 波动 方程 的 一 个 解 。 考 虑 北 姆 霍 效 方程 ， 如 果 
假设 场 主要 沿 着 z 向 传播 ， 其 可 以 表达 为 














U(x,y,z) =U' (x,y,z) (5. 4-1) 
其 中 假设 U' (x,y,z) 是 关于 z WREEK K (5.4-1) RAZIE IE, A 
V2U' +2jk ou" =0 (5.4-2) 
由 于 UV'(x,y,z) 是 关于 xz 的 缓 变 函 数 ， 因 此 方程 式 (5.4-2) 可 近似 为 
SU ae eae 
sa + 5y +2jk su =0 (5. 4-3) 
方程 式 (5.4-3) 被 称 为 傍 轴 波动 方程 。 
若 考虑 
U, (%, De (5.4-4) 





显然 U, 为 方程 式 (5.4-3) 的 一 个 解 。 因 为 方程 式 (5.4-3) 是 线性 的 ， 且 是 平移 不 变 的 ， 
所 以 对 于 任意 的 和》 ，U(x -«,.y-y,) 也 是 方程 的 解 。 色 加 所 有 这 些 解 ， 可 以 得 到 方程 
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式 (5.4-3) 的 通 解 为 


U(x,y,z) = > alee ad ae idy; (5.4-5) 











考虑 菲 涅 耳 近 似 
jkl (xo-x)2+(y0-y)2] 


Dos = ave = dady (5.4-6) 


当选 择 o (x,y) =V(x,y,0) 时 ， 显 然 式 (5.4-5) 和 式 (5.4-6) 就 完全 一 致 。 因 此 ， 菲 涅 耳 
近似 是 傍 轴 波动 方程 的 一 个 解 。 


5.5 夫 琅 禾 费 衍射 























对 于 式 (5.2-14), WRA 
kaioa kEi 
z> (4 +y) imax = (5. 5-1) 
则 U(x,y,0) 近似 等 于 V(x,y,0)。 如 果 以 上 条 件 满 足 ， 则 夫 琅 禾 费 近似 有 效 ， 于 是 式 


(5.2-13) 变 为 

















e 
U(x ,yo;,z) = e% SCEE 三 U(x,y, O)e tnt “+90) dydy (5. 5-2) 


nese ee V(xo,yo,z) 恰好 是 U(x,y,0) 的 二 维 傅 里 叶 变 
换 ， 且 对 应 的 空间 频率 分 别 为 A =xo/Az, f=yo/Az。 同 时 可 以 看 到 ， 夫 琅 不 费 区 的 衍射 没有 
卷 积 形式 。 











例 5.8 求 位 于 z=0、 直 径 为 刀 的 圆 孔 发 出 的 光 在 夫 琅 禾 费 区 的 衍射 场 分 布 。 
解 : RILAN DERE 








U(x,y,0) =cyl(r/D) 


其 中 ， r= Vx +¥ 6 
由 例 2.6, U(x,y,0) 的 二 维 傅 里 叶 变 换 由 下 式 给 出 : 























图 5.5 夫 琅 禾 费 区 的 方 孔 衍射 条 纹 强 度 分 布 图 5.6 方 孔 夫 琅 禾 费 衍 射 条 纹 强 度 的 三 维 空间 分 布 
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Ur,y,0) >P Tsomb (D I +f; 
其 中 空间 频率 分 别 为 A =x )/Az, f, oe 由 式 (5.5-2) 可 得 
P Tromb (D f? +f; 
条 纹 强度 分 布 正 比 于 U (x5 ,yo ,z)， pea 其 为 
kD Y | 
T(xo,Y0,2) = (2) [ somb (D lt} | 


对 图 5.2 所 示 的 方 孔 ， 其 夫 琅 禾 费 衍射 的 强度 如 图 5.5 和 图 5.6 所 示 。 图 5.5 是 方 孔 夫 
琅 禾 费 衍 射 条 纹 的 强度 分 布 ， 图 5.6 是 衍射 条 纹 强 度 的 三 维 空间 分 布 。 


去 > x +99) 





U(%, Yos z) -a 





例 5.9 设 孔 径 宽度 为 2.5cm， 和 射 光 波长 为 0.6km (2096), RAW ERRAR RWA S te 








要 的 条 件 。 
解 : 
kL TL 
2 A 
mL; m(1.25x107) ~? 
0 a 


可 见 要 实现 夫 琅 禾 费 衍射 衍射 距离 应 很 长 。 当 使 用 透镜 时 ,衍射 距离 会 极 大 地 缩短 ， 这 将 
在 第 8 章 讨论 。 





例 5.10 对 例 5.7, 保持 条 件 不 变 ， 如 果 计算 其 夫 琅 禾 费 衍射 ， 其 伪 代 码 如 下 : 
ul = fftshift( u1 ) 
u2 = fft(ul ) 


ME E 
= elt) x u2 


U = fftshift ( u3 ) 





5.6 衍射 光栅 


菲 湿 耳 近 似 和 夫 琅 禾 费 近似 经 常 被 用 来 分 析 和 设计 衍射 光栅 。 衍 射 光栅 主要 被 用 在 光谱 
分 析 、 光 谱 成 像 、 光 通信 和 光 网 络 等 领域 。 

衍射 光栅 是 一 种 光学 咒 件 ， 可 对 入 射 波 产 生 周 期 性 的 幅 值 或 相位 调制 ， 或 同时 对 幅 值 和 
相位 调制 。 由 交 蔡 的 不 透明 和 透明 区 域 构成 的 周期 性 阵列 称 为 透射 式 幅 值 光栅 。 图 5.7 和 
图 5.8 给 出 了 一 种 透射 式 幅 值 光栅 。 

如 果 整 个 光栅 均 是 透明 的 ， 仅 是 光栅 的 厚度 做 周期 性 变化 ， 这 种 光栅 称 为 透射 式 相位 光 
栅 。 对 于 具有 周期 性 起 伏 表面 的 反射 材料 ， 其 对 波 的 反射 也 可 以 产生 显著 的 相位 调制 ， 这 种 
光栅 称 为 反射 式 相位 光栅 。 反 射 式 衍射 光栅 还 可 以 通过 在 玻璃 基底 上 沉积 周期 性 的 平行 铝 膜 
来 制作 。 
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图 5.7 透射 式 幅 值 光栅 的 平面 视图 图 5.8 周期 幅 值 光栅 


衍射 光栅 是 一 种 非常 有 效 地 将 入 射流 进 行 高 分 辩 率 波长 分 光 的 光学 元 件 。 以 最 简单 的 
况 为 例 ， 光 栅 可 以 看 作 是 许多 平行 的 、 互 相 紧邻 的 间隔 狭 颖 组 成 的 。 不 考虑 狭 颖 的 数目 ，# 
射 光 的 峰值 强度 通常 出 现在 一 些 特定 的 角度 ， 而 这 些 角 度 由 下 述 的 光栅 方程 给 出 : 

dsing,, = mÀ (5. 6-1) 
其 中 ,4d 是 相 邻 狭 颖 之 间 的 间隔 ; m 是 整数 ， 称 为 衍射 阶 次 ; 由 为 衍射 角 。 

方程 式 (5.6-1) 表明 ， 不同 波长 的 入 射 认 ， 通 过 光栅 后 将 沿 着 不 同方 向 传播 。 各 波长 
下 衍射 光 的 峰值 强度 依赖 于 光栅 的 狭 颖 数目 。 

光栅 的 透射 函数 定义 为 





fe 
月 
5 





J 

















U(x«,y,0, ) 
(8.9) = Tayo) 
A, U(x,y,0_) MU(x,y,0,) 分 别 是 入 射 到 光栅 上 的 波 函 数 和 刚 通过 光栅 后 的 波 函 数 。 
如 果 光 机 是 反射 式 的 ， 则 透射 函数 变 成 了 反射 函数 。 
一 般 来 说 ，i(x,y) ÆR PRA, WR (x,y) 的 辐 角 为 0， 则 光栅 仅 对 入 射 波 的 幅 值 产生 
调制 。 如 果 i(%,y) 的 模 为 常数 ， 则 光栅 仅 改 变 和 人 射 光 的 相位 。 
光栅 有 时 被 制造 成 用 来 反射 光 的 元 件 ， 例如， 通过 对 光栅 的 表面 金属 化 即 可 实现 。 此 
时 ， 透 射 函 数 即 变 为 反射 函数 。 
厚度 周期 性 变化 的 透明 注 片 ， 或 者 折射 率 周 期 性 变化 的 透明 薄片 ， 都 可 以 用 来 对 入 射 兴 
的 相位 进行 调制 。 反 射 式 衍射 光栅 可 以 通过 在 玻璃 基底 上 沉积 周期 性 的 铝 膜 来 制作 。 


(5. 6-2) 






































| 









































5.7 正弦 幅 值 光栅 的 夫 琅 禾 费 衍射 





设 单位 幅 值 的 平面 波 垂 直入 射 到 光栅 上 ， 且 光栅 的 透射 函数 与 咀 数 U(x,y,0) 相同 


























U(x,y,0) = J+ Boos (2a) Jrect{ 4 jea) (5. 7-1) 
其 中 ,假设 衍射 光栅 外 边界 是 边 长 为 D 的 正方 形 。U(x,y,0) 可 改写 为 
U(x,y,0) =f(x,y)g(x,y) (5.7-2) 


其 中 
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f(x,y) -二 + 7° cos(271/)% ) (5.7-3) 
g(x,y) = reet{ root $ } (5. 7-4) 
f(x,y) 和 g(x,y) 的 傅 里 叶 变换 分 别 为 
FUL.) = 8., S) ZIU Ha fh) #8 -hf)] (5.75) 
Gf. fp) = D’ sinc ( Df, ) sinc( Df, ) (5. 7-6) 
而 U(x,y,0) 的 全 里 时 变换 为 FU, f) ALC, S) 的 卷 积 
U(x,y,0) OFS, i) * GH, Sy) (5.7-7) 


其 中 
Bd) Cs 7) 
=P sine(Df,) [sine Df.) +B sine[ DO +f) ] +sine DU, ~f) 1] (8-7-8) 
PRE, z 处 的 场 分 布 可 由 下 式 给 出 ; 
LU(xo 50 2) =f ote PV EE a) Gad) (5.7-9) 
RP, f, =xo/Az， 广 =)yo/Az。 


5.8 正弦 幅 值 光栅 的 菲 涅 耳 衍射 


为 了 计算 正弦 幅 值 光 栅 的 菲 涅 耳 衍射 ， 可 以 利用 式 (5.2-9) 所 给 出 的 衍射 积分 的 卷 积 
形式 。 系 统 的 传递 函数 为 
H(f.,f,) =e Or a (5. 8-1) 
式 中 ，e 为 常数 相位 因子 。 
透射 函数 的 傅 里 叶 变换 由 式 (5.7-7) 给 出 。 为 简化 计算 ， 可 假设 衍射 光栅 的 口径 足够 
大 ， 因 此 衍射 光栅 的 透射 函数 的 傅 里 叶 变 换 可 近似 为 式 (5.7-$) 。 于 是 ， 有 贡献 的 空间 频 






































ce i = (0,0) ,( -fo ,0) ,ho ,0) 
传播 的 波动 场 具 有 如 下 的 傅 里 叶 变换 形式 : 


Ulano) OS S) + Le SU, -fas L) te MB hf] (5-8-2) 
pea LL AEE 
































M -jms / -jafx j2nfoxi 
imax ( eli Tox0 +e! Tom ) 


1 
U(x ,yo,z) = 
(tjs Yoz) = 7 + Ae (5. 8-3) 
=311 +me -iai cos (Qf yx) ] 
场 的 强度 分 布 为 
T(xo ,yo ,2) = + 2mcos( WAZ, ) cos(2Tfoxo) +m cos (2mfoxo)] (5. 8-4) 
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例 5.11 RER z 处 衍射 条 纹 的 强度 分 布 ，z 满足 下 述 条 件 : 


2n 
z= een n 为 整数 ) 





解 : 
1(xo ,Yo,z) 可 表示 为 


T(%9 ,Yo0,2) = H +mcos(27hx0) |? 


reer T 





例 5.12 重复 上 例 , 但 z 满 足下 述 条 件 


2n+1 
z= Fz ("为 整数 ) 
解 : 


T(xo ,yo x8) 可 表示 为 
T(% 579.2) = Hi -mcos(2T7hx0) |? 


RE 
转 。 这 些 位 置 的 像 也 称 为 泰 伯 像 。 





例 5.13 重复 上 例 , 但 z 满 足下 述 条 





1(n 为 整数 ) 


2 
解 : T(xo ,yo 52) 可 表示 为 
1 2 2 
I(x ,Yo ,Z) = 于 | 1 + + -c0s(4afoxo) | 


该 图 像 强 度 分 布 的 变化 频率 是 光栅 频率 的 两 倍 ， 即 26 ， 这 些 位 置 的 成 像 称 为 泰 伯 子 像 。 





5.9 正弦 相位 光栅 的 夫 琅 禾 费 衍射 


nn A 


U(x,y,0) = eji OT 26 reot( Jef 2) (5.9-1) 
H U(x,y,0) 可 改写 为 
U(x,y,0) =f(x,y)g(x,y) (5. 9-2) 
其 中 
f(x,y) = iPr (5.9-3) 
g(x,y) a (5.9-4) 


利用 以 下 恒等式 可 简化 分 析 : 
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ibs onto) = È n (2) (5.9-5) 


k=-% 


AF, J.C +) Fy k KBB KN EZR PR, 
利用 上 述 恒等式 ,f(x,y) 的 伟 里 叶 变 换 可 写成 如 下 形式 : 
































FU) = È LEJU -的 ,万 ) (5.9-6) 
于 是 ,U(x,y,0) 的 傅 里 时 变换 可 表示 为 
Usy,0) SFE, f) * CUa f) (5.9-7) 
其 中 
FR A) * CC， EA )sine[ D(f, - kh) Jsine( Df,) (5.9-8) 
因此 


U(x0 5052) = Sgr ORL) * G, f,) (5.9-9) 
可 见 ， 第 5.7 节 中 的 正弦 幅 值 光栅 有 三 个 能 量 比较 集中 衍射 阶 次 ， 这 主要 是 因为 有 三 个 sine 
函数 ， 当 光栅 的 频率 远大 于 2/D 时 ， 这 些 函 数 之 间 不 会 相互 重 蕉 。 相 反 ， 正 弦 相 位 光 机 有 


许多 能 量 集中 的 衍射 阶 次 。 幅 值 光 大 的 中 心 阶 次 占有 主要 的 能 量 ， 但 当 J (5) =0 时 ， 相 位 
光栅 的 中 心 阶 次 将 会 趋 近 于 消失 。 


5.10 ” 狭 颖 衍射 光栅 








衍射 光栅 也 经 常 做 成 狭 缝 状 。 图 5.9 给 出 了 一 个 双 缝 衍射 光栅 ， 其 中 ,bb 是 狭 颖 的 宽 
E, p 为 衍射 角 ，d 为 两 个 狭 颖 之 间 的 中 心 距离 。 
通过 上 述 光 栅 后 ， 夫 环 禾 费 区 的 衍射 场 的 强度 分 布 由 下 


RAH: 
Ko) C ieee es a 
(5. 10-1) 
式 中 ,A 为 来 自 相 邻 两 个 狭 矣 的 光束 之 间 在 衍射 面 上 的 光 程 
差 ; 了 为 入 射 到 光栅 前 的 平面 波 发 光 强 度 。 POO 
如 果 光 机 有 NN 个 平行 的 狭 缝 ， 则 夫 琅 禾 费 区 的 衍射 条 纹 ARA RAEAN 
分 布 为 











_ a, [sin(kbb/2) 7 [sin( Nkdb/2) 7° 
Ke) =2h| kbb/2 | [inta 


“CHIT? Fé dsind,, = mA 满足 时 ， 上 式 第 二 个 因子 等 于 Ncos(nNm)/cos( mm) « 


(5. 10-2) 
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6.1 本 章 引 论 


逆 衍 射 是 指 利 用 测量 到 的 物体 的 衍射 图 样 来 复原 原 物 体 的 图 像 ， 测 量 到 的 衍射 图 样 可 以 
是 在 一 个 平面 上 测 得 的 。 在 菲 涅 耳 及 夫 环 禾 费 近似 的 情况 下 ， 逆 衍射 可 以 直接 得 到 。 在 近 场 
情况 下 ， 可 以 利用 角 谱 分 析 来 计算 逆 衍 射 ， 但 是 有 一 些 技术 细节 需要 进行 讨论 。 

本 章 后 续 各 节 需 要 用 到 的 几何 模型 如 图 6. 1 所 示 。 假 设 观 ae 
察 平 面 和 测量 平面 分 别 位 于 z=z 和 zx=z 处, BMABATE 
播 。 事先 假定 z, 等 于 0， 则 上 述 两 个 平面 间 的 距离 用 zu 来 表 > 
示 。 假 设 光 场 于 均匀 媒质 中 传播 ， 于 是 需要 解决 的 问题 就 是 ， 
假设 知道 z=z, 处 的 场 分 布 ， 反 求 z=z 处 的 场 分 布 。 

类 似 于 所 有 逆 问 题 ， 当 把 隐 失 波 引 入 逆 间 题 的 解 的 情况 
下 ， 首 衍射 问题 实际 上 是 非常 困难 的 【Vesperinas, 1991] ， 这 时 逆 衍 射 问题 包含 了 一 个 奇异 
核 [Shewell, Wolf, 1968 ] 。 如 果 像 后 述 音节 那样 不 考虑 隐 失 波 ， 则 逆 衍 射 问题 将 变 得 比较 
容易 处 理 。 

本 草 共 包含 四 节 。6. 2 节 介 绍 菲 涅 耳 和 夫 环 禾 费 近似 的 逆 衍 射 ，6. 3 节 介 绍 角 谱 表述 下 
的 逆 衍 射 问题 ，6.4 节 对 6.3 节 的 结果 进行 进一步 的 分 析 。 








Z=2 a-p 


图 6.1 逆 衍 射 的 几何 结构 











6.2 菲 涅 耳 和 夫 琅 禾 费 近似 的 逆 衍 射 问题 








SEE HSN (5.2-13) 给 出 。 由 于 该 积分 是 菲 涅 耳 变换 ， 因 此 其 逆 衍 射 由 下 述 公式 
+ 二 je ik "E tk 22 See 
Uy 5) = Ree Cay yo ty) eM HMM drody。 (6.2-1) 
XZ, 
式 中 ， z, 和 az 分 别 为 输入 和 输出 面 的 位 置 变 SE, 并 有 zo = Zo —Z,0 


夫 琅 禾 费 衍射 由 式 (5.5 a Aih, FOAIA FRAN : 
U(x,y,z,) = ie [06 30 eS D ea dadyo (6. 2-2) 





6.3 AÉREA TAII 


为 简单 起 见 ， 先 讨论 二 维 的 情况 ， 然 后 推广 到 三 维 情形 。 
二 维 情况 下 式 (4.3-12) 可 写 为 


Ute: [AG 2 ee Ody (6. 3-1) 
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由 于 这 是 一 个 传 里 叶 积分 ， 对 4(/ ,= ) 的 复原 就 是 计算 U(x, zy) 的 傅 里 叶 变换 













































































4(0 az) = ev Ulag ,z) edr (6. 3-2) 
U(x,z,) 是 4( 上 ,=) 的 首 傅 里 叶 变 换 
U(x,z,) = ie [Uno ss) e Pda, |e PCP ag, (6.3-3) 
MFL] AFU] 表示 傅 里 叶 变 换 和 逆 傅 里 叶 变 换 ， 则 式 (6. 3-3) 可 表示 为 
U(x,z,) =F | FL Ulag ,zo) Jer V4} (6.3-4) 
在 三 维 情 形 下 ， 对 应 的 公式 变 为 
Ua =F" | FLU (92% J Ee | (6. 3-5) 


注意 到 变量 z, 可 不 断 变 化 ， 从 而 可 以 重 构 出 不 同 深度 的 场 分 布 。 这 样 ， 就 得 到 了 三 维 
情形 下 场 的 重 构 。 

如 果 测 量 使 用 的 是 非 单 色 波 ， 这 将 产生 随时 间 上 变化 的 场 U(x ,yo ,zo,t)， 这 时 可 以 采用 
含有 时 间 频 率 分 量 的 VCxo ,yo ,zo,f)， 其 计算 如 下 : 




















U( xo Yo 9% ’ P) = 三 U( xo Yo 920 tye OM ds (6. 3-6) 
将 上 述 公式 中 的 变量 /利用 如 下 的 关系 进行 蔡 换 : 
k= are L (6. 3-7) 


式 中 ,vw 为 相位 速度 。 

上 述 讨论 的 技术 已 经 被 用 在 超声 和 地 震波 的 像 重 构 中 [ Boyer, 1971; Boyer et al. , 1970; 
Lijunggren，1980 ] 。 特 别 是 当 z, 太 小 以 至 于 其 他 的 衍射 积分 的 近似 失效 时 ， 例 如 ， 第 5 章 中 
讨论 的 菲 涅 耳 和 夫 琅 禾 费 近似 ， 上 述 方法 就 显得 特别 有 用 。 














6.4 分 析 
改变 式 (6.3-3) 中 的 积分 顺序 ， 可 以 得 到 
U(x,2,) = [Ux 2) B(x a) dy (6. 4-1) 
其 中 
B(x,xo) = [e Anfi la0) gf (6.4-2) 


当 2m/. >k 时， 后 一 个 积分 的 传播 子 变 为 er PRP ER (6.4-2) 中 的 积分 发 散 。 

这 主要 是 由 于 引入 了 隐 失 波 。 实 际 上 ， 当 积分 区 间 被 限制 在 上 >2mA 的 区 域 时 ， 即 可 以 得 到 
足够 精确 的 结果 (Lalor, 1968 ] 。 于 是 , f, 被 限制 在 如 下 范围 : 
Is 元 (6.4-3) 


假设 z=z, 处 的 精确 场 分 布 为 T(x,z,)。 如 何 对 T(x,z,) 和 上 述 计算 得 到 的 U(x,z,) 进 
行 比较 ?为 回答 这 个 问题 ， 可 以 首先 由 衍射 求 出 利用 7(x,z,) 表示 的 UC xy zo), FEF PSK 
给 出 : 
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M +00 ` 四 i 
Ulaoszo) = | [[ Ta, e Pda Je PHF mods (6.4-4) 


其 中 用 到 了 1f.1<M， 且 积分 上 界 村 是 1/A。 
把 以 上 结果 代入 式 (6.4-3)， 并 把 了 限制 在 If.1<0 范围 内 ， 则 有 


U(x,z,) = Lt Lf ere e Pade Jel VES Pte gf! } ` (6.45) 





e Hor v k2 -4n fF eP df, 


交换 积分 顺序 ， 式 (6.4-5) 可 写 为 [Van Rooy, 1971] 
+00 M 
U(x ,2,) = Í [| ae Vi2-4m21 2 。 


Leer sical dx! ei? ich) | ) | T(x ,2,) dx 
由 于 
òC, -f') = | eP TS dx 
于 是 式 (6.4-5) 变 为 
Ue) = [. [f ee dj BCE, -fl )e Ve jo Ver ag | T(x ,2,) dx 
(6. 4-6) 
依赖 于 M 和 0 值 的 大 小 ， 以 上 积分 结果 有 两 种 可 能 的 情况 ， 分 别 讨论 如 下 。 


情况 I: OSM 
此 时 , st (6.4-6) 退化 为 


+o pM wah 
U(«,z,) = | [eo df. T(x, 2,) de 


= T(x,z,) * sine (70) 6 


= 了 TU 
因为 T(x,z,) 是 带 限 的 。 
情况 I: O < M 
此 时 , 式 (6.4-6) 退化 为 
U(x,z,) =T(x,z,) * sine(22*) (6. 4-8) 





式 (6.4-8) 表明 U(x,z,) 为 T(x,z,) 的 低 通 滤波 ， 因 为 sine pe BCH fe HLM Ae Be re HET PK 
数 。 换 言 之 ， 频 率 大 于 QA 的 分 量 将 被 滤 掉 。 重 构 像 可 能 具有 光滑 的 边缘 ， 从 而 损失 掉 细 
节 信 息 。 

由 于 实际 中 Q 通常 被 限制 在 0<1AA4， 因 此 重 构 像 可 能 得 到 的 分 辨 率 是 入。 这 和 经 典 理 
论 的 结果 一 致 ， 经 典 理论 认为 线性 成 像 系 统 不 能 实现 小 于 一 个 波长 分 辩 率 的 成 像 。 





例 6.1 “4 U(x',z,) 在 孔径 |x'|<R 处 测量 得 到 时 ， 求 CCx,z )。 
解 : 在 这 种 情况 下 , Sh (6.4-6) 变 为 
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Q R 
-jkzo, Mh2 -4m?f2 -jaf 
U(x,z,) = Í fe JAz0r Tf dxoe jafo 。 
=Q 


-R 
(| [apie l E dT (sz) em Je) tag, 
交换 积分 顺序 ， 上 式 可 改写 为 
Uaa) = S Lf ae (eee EF x fof fee FF aRsine (2y,)] |) Pe, es 


由 上 式 可 见 ，sine KOREAR yee AF oP Pe I PY BE 
个 平面 波 分 量 被 孔径 (-R, R) 截断 ， 因 此 其 由 于 衍射 的 作用 “扩散 ” 开 来 。 





例 6.2 令 MN=O=L 人 A， 试 证 明 此 时 可 以 利用 U* (wo ,so) 的 前 向 传播 代替 逆向 传播 ， 从 U 
(x020) 精确 地 复原 7* (x,z,) o 
解 : 

假设 从 平面 z=zo 到 平面 z=2z6 -z 的 前 向 传播 已 经 被 计算 出 来 ， 由 于 

2%) = Z, 一 20 = Zor 
则 前 向 传播 公式 由 下 式 给 出 : 
U(x,2z0 — 2z,) = [iw 三 U* (xz0)e 下 woeiar APA, Pale dx 
重 排 积分 的 次 序 ， 可 以 得 到 
U(%,22 -2z,) = K ii U( Xp 5%) sere or PATH tedy | l df, = T* (x,0) 

换言之 ， 可 以 用 记录 的 场 分 布 的 逆向 传播 来 重 构 原 始 像 ， 也 可 以 用 记录 的 场 分 布 的 复 共 

HERI IE MIRRE ERIR R o 
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第 7 车 宽 角 度 下 标量 衍射 理论 
的 近 场 和 撑 场 近似 


7.1 本 章 引 论 





在 涉及 波动 传播 的 许多 领域 ， 正 向 或 逆向 衍射 积分 的 近似 计算 是 至 关 重 要 的 。 如 第 4 章 
和 第 5 章 所 讨论 的 ， 一 些 近 似 方法 ， 如 菲 涅 耳 近 似 、 夫 环 禾 费 近似 和 严格 的 角 谱 法 (Angular 
Spectrum Method，ASM)，, 均 用 到 了 健 里 叶 变 换 、 离 散 傅 里 叶 变 换 和 快速 侍 里 叶 变 换 
(FFT). 

当 离 输入 面 的 距离 合适 时 ， 菲 涅 耳 近 似 有 效 ， 而 夫 琅 不 费 近似 在 远 场 有 效 。 角 谱 法 是 北 
姆 霍 兹 方程 的 严格 解 ， 其 数值 计算 经 常 采用 TFT 来 实现 ， 也 可 以 利用 其 他 的 相应 近似 下 的 
数字 信和 号 处 理 算 法 进行 数值 计算 [Mellin and Nordin, 2001; Shen and Wang, 2006], 

当 衍 射 孔径 的 尺度 小 于 波长 时 ， 利 用 标量 衍射 理论 将 导致 不 可 忽视 的 误差 ， 而 需要 采用 
其 他 的 数值 方法 ， 例如， 时 域 有 限 差分 法 (Finite Difference Time Domain, FDTD) 和 有 限 元 
法 (Finite Element Method, FEM) [ Kunz, 1993; Taflove and Hagness, 2005 ]。 但 是 ， 和 FFT 
方法 相 比 ， 上 述 方法 在 大 尺度 模拟 时 不 再 适用 。 在 近 场 条 件 下 ， 当 衍射 孔径 的 尺度 是 波长 的 
几 个 数量 级 时 ，ASM 法 可 以 给 出 满意 的 结果 [Mellin and Nordin, 2001], ASM 法 的 一 个 缺点 
是 输出 面 和 输入 面 的 尺寸 必须 是 一 样 的 。 在 许多 应 用 中 ， 输 出 面 的 尺寸 一 般 比 输入 面 的 尺寸 
要 大 许多 ， 此 时 就 需要 在 短 距离 上 重复 地 利用 ASM 法 ， 并 且 利 用 滤波 方法 来 使 得 输出 面 尺 
寸 不 断 增 大 。 

实际 中 ， 可 以 认为 菲 涅 耳 近似 、 夫 琅 禾 费 近似 和 角 谱 法 在 小 角度 衍射 下 是 有 效 的 。 对 于 
近 场 的 宽 角 度 衍 射 和 远 场 衍射 ， 非 党 需要 一 种 有 效 的 近似 方法 ， 而 且 这 种 方法 最 好 也 是 基于 
傅 里 叶 积分 ， 这 样 就 可 以 在 合理 的 时 间 和 存储 要 求 下 利用 FFT 来 进行 大 尺度 的 计算 。 即 使 
空间 频率 的 采样 使 得 FFT 不 能 应 用 ， 传 里 叶 积分 表述 仍然 是 有 意义 的 ， 因 为 傅 里 叶 积分 的 
两 个 积分 变量 是 可 分 离 的 ， 它 可 以 将 四 维 的 张 量 运 算 降 为 二 维 的 矩阵 运算 。 

本 章 将 讨论 一 套 具 有 上 述 特点 的 近似 方法 。 这 些 近似 方法 主要 基于 输出 面 上 的 点 离 原点 
的 径 向 距离 进行 泰勒 展开 。 利 用 这 些 近似 ， 使 输出 面 上 的 半 不 规则 采样 可 以 采用 FFT 来 计 
算 。 半 不 规则 采样 是 指 首先 得 到 规则 的 采样 阵列 点 ， 然 后 对 阵列 点 加 入 扰动 ， 使 得 其 满足 
FFT 条 件 。 

即使 我 们 提出 的 近似 方法 在 近 场 和 宽 角 度 的 条 件 下 有 效 ， 菲 涅 耳 近 似 在 这 些 条 件 下 仍 是 
无 效 的 ， 但 是 我 们 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结果 ， 这 些 结果 显示 出 我 们 提出 的 近似 方法 和 菲 涅 耳 
近似 具有 某 些 相似 性 。 这 就 是 为 什么 菲 涅 耳 近 似 经 常 在 许多 近 场 应 用 中 被 采用 的 原因 之 一 。 
从 这 些 研 究 中 得 到 的 结果 ， 实 际 上 对 于 输出 采样 点 的 位 置 亲 乱 的 情况 也 是 有 效 的 。 

本 章 包 含 8 节 。7.2 市 是 对 第 5 章 讨 论 过 的 菲 涅 耳 近 似 和 夫 环 禾 费 近似 的 回顾 。7. 3 节 
介绍 了 一 种 径 向 近似 的 新 方法 。7. 4 节 中 对 提出 的 方法 进行 了 进一步 的 改进 和 误差 分 析 。 
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7.5 节 指 出 如 何 将 提出 的 方法 应 用 于 逆 衍 射 和 和 迭代 优化 的 应 用 中 。7. 6 节 给 出 二 维和 三 维 情 
形 下 的 数值 模拟 算 例 。7. 7 节 介 绍 了 通过 将 输出 平面 和 输出 平面 的 孔径 置 于 特定 中 心 坐 标 系 
的 中 心 ， 以 及 通过 在 大 尺度 模拟 中 可 能 采用 的 更 小 的 子 区 域 ， 来 提高 计算 精度 的 方法 。7. 8 
节 对 本 章 进 行 总 结 。 


7.2 菲 涅 耳 和 夫 琅 禾 费 近似 的 回顾 


瑞 利 - 索 末 菲 衍 射 积分 可 以 写 为 
VCxo,yo;,z) = huyo) ze" dedy (7.2-1) 


式 中 ，V(x,y,0) 是 输入 场 ; Ulxo, yoz) 是 输出 场 ; k PIM, H k=27/A; A 为 波长 ; > 
为 从 点 (x,y,0) 到 点 (xu,y,z) 的 矢量 长 度 。 
一 般 来 说 ,，z 通常 足够 大 ， 因 此 可 以 用 1/z 来 近似 z/r。 式 (7.2-1) 可 变 为 
V(xo ,yo,z) = ag. VrO) dedy (7.2-2) 
常数 项 1/jAz 在 本 章 后 续 部 分 将 忽略 掉 。 
对 于 在 衍射 问题 中 党 用 的 菲 涅 耳 近 似 ， 两 点 之 间 的 距离 上 可 利用 泰勒 展开 的 前 两 项 来 近 
似 [Mezouari and Harvery, 2003; Southwell, 1981; Steane and Rutt, 1989 | 


r= Fay =x)? o 1+ (7.2-3) 








其 中 
+ (yo ~7) (7.2-4) 


由 r 的 近似 引入 的 最 大 相位 误差 ,的 大 小 (以 弧度 表示 ) 可 由 泰勒 展开 级 数 的 第 三 项 来 
估计 





Ex < (7.2-5) 


一 般 来 说 ， 当 最 大 相位 误差 6,, 的 值 大 于 lrad 时 ， 对 于 衍射 问题 采用 菲 涅 耳 近 似 将 不 
能 得 到 足够 好 的 结果 。 但 是 ， 对 于 各 种 实际 问题 ， 上 述 条 件 一 般 不 能 达到 ， 因 此 采用 菲 涅 耳 
近似 一 般 可 以 得 到 较 好 的 结果 。 其 原因 可 以 部 分 地 用 稳 相 法 来 解释 [ Goodman ] 。 本 章 将 给 
出 上 述 结果 的 另 一 种 解释 。 
菲 涅 耳 近 似 的 优点 是 可 以 实现 变量 的 分 离 ， 因 此 式 (7.2-2) 中 的 积分 可 以 写 为 傅 里 叶 
积分 的 形式 。 例 如 ， 式 (7.2-4) 可 改写 为 
v w _2(Cxox +yoy) 




















8 = ra : (7. 2-6) 
其 中 
v=x +y (7.2-7) 
w=x +y (7.2-8) 





于 是 ， 利 用 式 (7.2-3), È (7.2-2) 可 近似 改 为 下 列 傅 里 叶 积 分 : 
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U( xo Yo ,2) = el |] u(x 5) eE dxdy ET: 2-9) 
其 中 
u'(x,y) =ulx,y) el (7. 2-10) 
式 (7.2-9) 可 进一步 写成 下 列 傅 里 叶 积分 的 形式 
UC xo, Yoz) = el ff uw (x,y) e PTE dydy (7. 2-11) 


其 中 空间 频率 人 MS, 定义 为 


X 


i. (7. 2-12) 


Is : 
Lay (7.2-13) 


其 中 对 点 (Xo ,yo ,2) ， F x, =xo， Ys = 一 yoo 
在 夫 琅 禾 费 近 似 中 ,， 由 z>>w 可 得 到 w(x,y) =v(xz,y) ， 于 是 式 (7.2-9) BH 





V(xo,yo;z) = el ff u(x,y) eToro) dxdy (7. 2-14) 
式 (7.2-14) 可 利用 快速 伟 里 叶 变 换 来 估算 [ Brigham, 1974], $ 

x= mA, , m, = 整数 (7. 2-15) 
y,=m,A,, m, = 整数 (7. 2-16) 
x =nA,, ny = 整数 (7.2-17) 
y=n,A,, n, = 整数 (7.2-18 ) 

À 
AnA = ay (7. 2-19) 

A 
AoA, = ay (7. 2-20) 


IOF, M, AM, 分 别 为 * 和 7 方向 的 采样 数 。 
在 其 他 的 所 有 近似 中 ， 如 果 需 要 使 用 FFT， 则 需要 保证 满足 式 (7.2-19) 和 式 (7.2-20)。 





7.3 径 向 近似 


在 许多 实际 应 用 中 ， 例 如 ， 涉 及 数字 全 息 和 衍射 光学 器 件 的 应 用 中 ,坐标 (*,y,0) 通 
常 要 远 小 于 物体 坐标 (xo ,y,z)。 于 是 ， 式 (7.23) 可 改写 为 





r=ro JL +h (7. 3-1) 
其 中 
ro = Mz +45 +95 (7. 3-2) 
2 + 
pees (aot + yoy) (7.33) 
70 70 





为 了 能 利用 傅 里 叶 变换 ， 式 (7.3-3) 可 近似 为 
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pee _ 2 or +909) (7.3-4) 
最 简单 的 径 向 近似 可 由 下 边 的 径 向 距离 r 的 近似 得 到 : 
ran ey eth (7. 3-5) 


Mx. y, xo Ml yy 充分 小 于 z 时 (充分 条 件 将 在 后 面 详 细 介 绍 ) ， 式 (7.3-4) 和 式 (7.3-5) 
的 近似 均 是 有 效 的 。 在 下 一 节 将 给 出 式 (7.3-5) 的 进一步 改进 。 为 了 由 式 (7.2-9) 给 出 的 
衍射 积分 得 到 健 里 叶 变 换 关系 ， 可 定义 如 下 关系 : 


x 




















Xo = — Ty (7.3-6) 
Yo =r (7. 3-7) 
其 中 (x,,y,) 是 规则 的 输出 采样 点 。 联 立 式 (7.3-6) 和 式 (7.3-7), A 
xo = C(x, ,y,) x, (7. 3-8) 
Yo = CCK, I) Ys (7. 3-9) 
其 中 
C(x,,y,) = (1-324) (7. 3-10) 


如 夫 琅 禾 费 近似 ， 当 zy 时, 式 (7.3-5) 中 包含 w 的 项 可 以 忽略 掉 。 这 样 得 到 的 近似 称 
之 为 近 场 近似 (NFA) ， 下 面 要 讲 到 的 近似 称 之 为 远 场 近似 (FFA )。 一 般 将 NFA F FFA 统 
称 为 NFFA。 

利用 上 述 新 近似 ， 式 (7.2-11) Mh FREK.: 


Ul xa, 和,z) = f u(x, y) e PTA dydy (7.3-11) 


其 中 ,根据 式 (7.3-6) 和 式 (7.3-7)， 空 间 频率 仍然 由 式 〈7. 2-12) 和 式 (7. 2-13) 给 出 。 
根据 远 场 近似 ，w'(x,y) 等 于 u(x,y)。 

注意 到 式 (7. 3-11) 与 菲 涅 耳 近 似 下 的 式 (7.2-11) 形式 上 类 似 ， 但 是 积分 符号 外 的 相 
位 因子 和 输出 面 的 采样 点 是 不 同 的 。 当 采样 点 由 式 (7.3-8) 和 式 (7.3-9) 定义 时 , 式 
(7.3-11) 可 直接 用 FFT 计算 ， 且 得 到 的 结果 是 有 效 的 。 空 间 频 率 也 可 写成 如 下 形式 : 











fy (7. 3-12) 
J E 
f= in (7.3-13) 


可 见 ， 对 规则 采样 点 (x.,y,) ， 空 间 频 率 仍 然 由 式 (7.2-12) 和 式 (7.2-13) 给 出 ， 而 对 实 
际 采样 点 (x,yo) ， 则 由 式 (7.3-12) 和 式 (7.3-13) 给 出 。 


7.4 高 阶 改进 与 分 析 


将 式 (7.3-1) 中 的 > 展开 成 泰勒 级 数 形式 
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h k k 


r=r |! PE TE ee ee -1)"!l x3 x5 x x (2n — 1) om- 


2 x4 x6 x x2n “| at) 
st (7.4-1) 中 给 出 了 为 提高 精度 而 可 取 的 项 。 为 能 利用 健 里 叶 变 换 ， 我 们 只 保留 泰勒 级 数 
中 那些 不 含 因子 (xox)" 的 项 (wox 除外 )。 














定义 
/nl x3x5x.…x(2n-1) 1 
at) 2 x4x6x:… x2n z2” (Ty 
于 是 > 由 下 式 近 似 : 
rær 8 4 p(w) (7. 4-3) 
0 
其 中 
< a, n 
p(w) = p(x%,y) = > pei (7. 4-4) 
n=l 


式 (7.3-8) 和 式 (7.3-9) 保持 不 变 ， 这 主要 是 含有 xx, Alyy, 的 项 没有 发 生 改变 。 当 满足 
类 似 于 夫 琅 禾 费 近似 中 的 >w 时, 式 (7.4-3) 中 的 p(w) 项 可 直接 忽略 。 利 用 这 个 新 的 近 
WW, 式 (7.3-11) 可 由 下 式 代替 ; 

VCxo,yo,z) = eof u(x, yje? dedy (7.4-5) 
其 中 

u"(x,y) =u(x,y) ew (7.4-6) 

对 于 给 定 的 z， 菲 涅 陡 近 似 给 出 的 误差 正比 于 (x6 +”%) ”， 而 在 NFFA 中 ， 近 似 误差 由 下 式 
给 出 : 
v(x ty?) (Xox+y0)) 

47 22 
此 误差 对 应 于 泰勒 展开 中 第 二 个 分 量 - ww/2 中 被 忽略 的 项 。 

注意 到 式 (7.3-8) 和 式 (7.3-9) 中 ， 仅 对 物体 坐标 系 做 了 改变 。 否 则 ， 式 (7. 4-5) 
的 积分 则 与 式 (7.2-9) 或 式 (7.2-14) 的 积分 一 样 。 根 据 式 (7.2-15) 和 式 (7.2-16) 给 
出 的 坐标 (%,,y,)， 输 出 点 坐标 (wo ,yo) 由 式 (7.3-8) 和 式 (7.3-9) 给 出 。 

一 个 有 意思 的 现象 是 ， fest (7.3-8) Ast (7.3-9) 给 出 的 近 场 点 (x。,y,) E, 文献 
中 给 出 的 菲 涅 耳 近 似 的 例子 是 正确 的 ， 而 对 于 点 (x,,y,) 则 不 再 正确 。 因 此 ， 上 述 结果 在 
近 场 和 远 场 都 适用 ， 是 真正 的 NFFA 结果 。 

为 使 用 FFT， 需 要 满足 式 (7.2-19) 和 式 (7.2-20)。m,Ao. 与 m,Ao, 是 做 了 修正 后 的 输 
出 采样 点 。 因 此 有 可 能 考虑 其 他 的 采样 策略 ， 将 mAn S m,Ao, 用 一 些 其 他 的 采样 点 x, 和 和 
蔡 代 。 上 述 结果 在 所 有 情况 中 都 是 有 效 的 。 


E= (7.4-7) 




















7.5 EIEI RRRE 





正如 第 6 草 所 讨论 的 ， 逆 衍射 主要 涉及 利用 U(x) ,yo,z) 来 复原 x(*,y) 。 在 菲 涅 耳 衍射 
的 情况 下 ， 式 (7.2-9) 是 一 个 傅 里 叶 变换 ， 其 逆 变换 为 
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w(x,y) = | Ox ,70,2) Aff, (7.5-1) 

其 中 w(x,y) 由 式 (7.2-10) 给 出 ,空间 频率 上, f, 由 式 (7.2-12) 和 式 (7.2-13) 给 
出 ， 且 

U(xo ,)0 i#) = U(% 5% ze i (7. 5-2) 

类 似 地 ， 式 (7. 3-11) 和 式 (7.4-5) 中 的 积分 也 是 傅 里 时 变换 。 式 (7.3-11) AE at 
变换 为 
































x39) = || U's y) P ded (7.53) 
其 中 
U" (xo ,yo，z) = DT(xo ,yo,z)e 1 (7.5-4) 
类 似 地 ， 式 (7.4-5) 的 傅 里 叶 逆 变换 为 














u"(x,y) = Í U' (xo Yo ,2) PT Af df, (7. 5-5) 


迭代 优化 技术 经 常 被 用 来 设计 诸如 衍射 光学 器 件 (DOE) Set aca fF [ Lee, 1970, 
1975, 1979; Zhuang and Ersoy, 1995], ， 这 些 将 会 在 第 15 章 和 第 16 章 讨论 。 为 此 ， 已 开发 出 
许多 在 输出 面 和 输入 面 之 间 进 行 迭 代 计 算 的 迭代 方法 。 式 (7.3-11) 和 式 (7.5-3) 以 及 式 
(7.4-5) 和 式 (7.5-5) 为 傅 里 叶 变 换 对 。 利 用 这 些 公式 可 执行 精确 的 近代 优化 。 


7.6 数值 算 例 


不 失 一 般 性 ， 下 面 首先 忽略 y 变量 ， 而 只 考虑 二 维 的 情形 。 在 初始 计算 模拟 时 ， 相 应 的 
参数 选择 如 下 : 




















A =0. 6328um, x =1mm, N=256, Ax/A =7 
















































上 的 坐标 偏离 x。 有 关 ， 可 由 令 k(r-r,,,,.) 小 于 vA 
lrad 来 计算 得 到 。 当 坐标 偏离 * EF Imm 时 , 得 上 n 
到 的 结果 如 图 7.1 所 示 。 由 图 7.1 可 见 ， 对 于 非 & 100 
常 小 的 (xo -x) ， 两 种 近似 的 特性 基本 一 致 , 但 $ a 
是 随 着 偏离 (ay — 0) 的 增 大 ， 差距 也 变 大 。 ai 

图 7. 2 给 出 了 比值 yx 随 输出 面 的 偏离 坐标 S = 
xo 的 变化 。 随 着 m 的 增 大 ， 对 于 本 章 新 提出 的 we 
近似 ， 这 个 比值 接近 于 2， 而 对 菲 涅 耳 近 似 ， 其 06 5 10 1 20 25 30 35 40 
接近 于 36。 注 意 到 利用 FFT， 最 大 的 输出 偏离 等 
F 2/(Ax/A), Ax 为 输入 面 上 的 采样 间隔 。 图 7.1 当 x=1 时 , 使 近似 有 效 的 最 小 
此 ， 对 于 输出 面 上 所 有 满足 Ax/A 大 于 2 的 采样 距离 z 随 输出 面 的 坐标 xo 的 变化 


点 ， 新 的 近似 均 具 有 足够 的 精度 。 图 7.3 给 出 了 
H z=10cm 时 ， 随 着 xo 的 增 大 ， 利 用 式 (7.3-6) 计算 得 到 的 xo Max, 之 间 的 关系 ， 可 见 其 
差距 也 不 断 增 大 。 
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机 | 1.2 
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1 
70 | E 
60} ] = 08 
= 50 | 是 
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40 菲 涅 耳 近 似 J xO 
Peas 
“= 04+ 
0.24 
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输出 面 x0/mm 输出 面 xzo/mm 
图 7.2 比值 zx Bax, 的 变化 图 7.3 xo 的 改变 量 随 着 输出 面 上 的 x。 














的 变化 (z=10em, x =1mm) 


式 (7.3-8) 和 式 (7.3-9) 给 出 了 菲 涅 耳 近 似 或 夫 琅 禾 费 近似 中 的 规则 采样 输出 点 与 
NFFA 中 半 规 则 采样 输出 点 之 间 的 关系 。 表 7. 1 至 表 7.3 给 出 了 这 些 关 系 的 具体 计算 实例 。 
这 些 表 中 的 (x,y) 采样 坐标 值 用 复数 x + jy 来 显示 。 表 7.1 给 出 了 规则 采样 值 的 例子 ， 
表 7.2 给 出 了 对 应 的 半 规 则 采样 值 的 例子 。 表 7. 3 是 表 7. 1 和 表 7. 2 之 间 的 差 值 。 


表 7.1 FFT 和 菲 涅 耳 近 似 下 的 输出 面 位 置 坐标 (单位 : mm) 


一 8. 0998 — 8. 0998j —8. 0682 —8. 0998j 一 8. 0366 —8. 0998j 一 8. 0049 —8.0998j —7.9733 —8.0998; —7.9416 -8.0998j —7.9100 -8.0998j 
一 8. 0998 — 8. 0682j —8. 0682 — 8. 0682j —8. 0366 —8. 0682j 一 8. 0049 -8.0682j -7. 9733 -8.0682j -7. 9416 -8.0682j —7. 9100 -8.0682j 
一 8. 0998 — 8. 0366j —8. 0682 —8. 0366j —8. 0366 —8. 0366j —8. 0049 —8. 0366j -7. 9733 -8.0366j -7. 9416 -8.0366j -7.9100 -8.0366j 
—8. 0998 -8.0049j —8. 0682 -8.0049j —8. 0366 — 8. 0049; —8.0049 -8.0049j -7.9733 -8.0049j -7.9416 -8.0049j -7.9100 -8.0049j 
一 8. 0998 -7. 9733j —8. 0682 -7. 9733j —8. 0366 -7. 9733j -8. 0049 -7. 9733j -7. 9733 -7. 9733j -7. 9416 -7. 9733j -7. 9100 -7. 9733j 
—8. 0998 -7. 9416j —8. 0682 -7. 9416j -8. 0366 -7. 9416j -8.0049 -7.9416j -7. 9733 -7. 9416j -7. 9416 -7.9416j -7.9100 -7.9416j 
—8. 0998 -7. 9100j —8. 0682 —7. 9100; -8. 0366 -7. 9100j -8.0049 -7.9100j -7. 9733 -7.9100j -7. 9416 -7.9100j -7.9100 -7.9100j 




















表 7.2 FFT 和 NFFA 下 的 输出 面 位 置 坐标 (单位 : mm) 


一 8. 1535 —8. 1535j —8. 1214 —8. 1533} —8. 0894 —8. 1531j —8.0573 —8. 1529} —8.0253 —8. 1527j —7.9932 -8. 1525j -7.9612 -8. 1523j 
—8. 1533 —8. 1214} —8. 1212 —8. 1212} 一 8. 0892 —8. 1210} —8.0571 —8. 1208} —8.0251 —8. 1206} —7. 9930 -8. 1204j -—7. 9610 -8. 1202) 
一 8. 1531 —8. 0894} 一 8. 1210 —8. 0892} 一 8. 0890 —8. 0890] 一 8. 0569 —8. 0888} 一 8. 0249 —8. 0886} 一 7. 9928 —8. 0884j 一 7. 9608 —8. 0881) 
一 8. 1529 —8. 0573} 一 8. 1208 —8.0571j 一 8. 0888 —8. 0569} 一 8. 0567 —8. 0567} —8. 0247 —8.0565j 一 7. 9926 —8.0563j 一 7. 9606 —8. 0561j 
一 8. 1527 —8. 0253} 一 8. 1206 —8. 0251} 一 8. 0886 —8. 0249] 一 8. 0565 —8. 0247} —8. 0245 —8. 0245} —7. 9924 —8.0243j -7.9604 —8. 0240j 
一 8. 1525 —7. 9932} —8. 1204 —7. 9930} 一 8. 0884 —7. 9928j 一 8. 0563 —7. 9926} —8. 0243 —7. 9924} —7.9922 -7. 9922j 一 7. 9602 —7.9920j 
一 8. 1523 —7. 9612} —8. 1202 —7. 9610} —8. 0881 —7. 9608j —8.0561 —7. 9606} —8. 0240 —7. 9604} —7. 9920 -7. 9602j -—7. 9600 -7. 9600j 


R73 输出 面 位 置 坐标 误差 (47.1 和 表 7.2 之 间 的 差 ) (单位 : mm) 


一 0. 0537 —0. 0537j —0. 0532 —0. 0535j —0. 0528 —0. 0532j —0.0524 —0. 0530j —0. 0520 —0. 0528j -0. 0516 -0. 0526j —0.0512 -0. 0524j 
一 0. 0535 —0. 0532j —0. 0530 —0. 0530j —0. 0526 —0. 0528j —0.0522 —0. 0526j -0.0518 —0.0524j -0.0514 -0. 0522j -0.0510 -0. 0520j 
一 0. 0532 —0. 0528j 一 0. 0528 —0. 0526j —0. 0524 —0. 0524j —0.0520 —0. 0522j —0.0516 —0.0520j -0.0512 -0.0518j -0. 0508 -0.0516j 
一 0. 0530 —0. 0524j —0. 0526 —0.0522j —0. 0522 —0. 0520j —0.0518 —0. 0518j -0.0514 -0. 0516j —0.0510 —0.0514j -0. 0506 -0.0512j 
一 0. 0528 —0. 0520j —0. 0524 —0. 0518j —0. 0520 —0. 0516j -0. 0516 —0. 0514j -0.0512 -0. 0512j -0. 0508 -0.0510j -0.0504 -0. 0508j 
一 0. 0526 —0. 0516j —0. 0522 —0.0514j -0. 0518 -0. 0512j -0.0514 -0. 0510j -0.0510 -0. 0508j —0. 0506 -0. 0506j —0. 0502 -0. 0504j 
一 0. 0524 —0. 0512j —0. 0520 —0.0510j —0. 0516 —0. 0508j —0.0512 —0. 0506j —0. 0508 -0.0504j —0. 0504 -0. 0502j —0. 0500 -0. 0500j 


在 下 一 组 二 维 数值 实验 中 ， 对 通过 一 个 给 定 衍 射 孔 径 的 会 聚 球面 波 ， 给 出 了 精确 解 和 菲 


涅 耳 近 似 积分 、NFFA 近似 积分 之 间 的 对 比 。 实 验 参 数 如 下 : 
衍射 孔径 尺寸 D, =30um, 聚焦 距离 z=5mm, N=512, A =0. 6328 um 
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数值 积分 是 采用 自 适 应 辛普森 积分 计算 得 到 的 [Garner] 。 根 据 FFT 条 件 ， 对 输出 孔径 
上 的 点 进行 采样 。 于 是 ， 整 个 输出 孔径 的 尺寸 由 下 式 给 出 . 
Naz 
D, 
虽然 如 此 ， 最 后 只 有 输出 孔径 中 心 部 分 的 64 个 采样 点 和 大 约 6. 7mm 尺 二 范围 内 的 结果 是 精 
确 计算 的 。 由 于 z=5mm， 这 表明 输出 结果 是 一 个 宽 角 度 输 出 场 。 

由 图 7.4 可 知 ， 由 精确 计算 和 利用 NFFA 方法 分 别 得 到 的 输出 面 衍射 条 纹 强 度 几乎 完美 
地 重合 在 一 起 。 图 7.5 给 出 了 由 下 式 定义 的 归 一 化 强度 误差 : 





D, = (7.6-1) 
































了 -I 
Error = MA (7.6-2) 
Ti 
式 中 ,天 和 Am 分 别 为 由 精确 计算 得 到 的 强度 和 利用 NFPA 近似 得 到 的 强度 。 
3 x10-5 1 x10-3 
= 0 
2.5 Fn 
2 eo 
315 
= = -3 
1 E 
kon 
0.5 Es 
| Z 
% 10 20 30 40 50 60 70 60 20 30 40 50 60 70 
x/mm x/mm 
图 7.4 由 精确 计算 及 利用 NFFA 近似 的 图 7.5 由 精确 计算 与 NFFA 近似 的 衍射 积 
衍射 积分 得 到 的 孔径 衍射 强度 得 到 的 输出 面 强度 误差 





从 图 7.6 可 知 ， 利 用 精确 计算 方法 与 NFFA 近似 积分 方法 分 别 计算 得 到 的 输出 相 角 几乎 
完美 地 重合 在 一 起 。 

图 7.7 给 出 了 利用 菲 涅 耳 近似 与 精确 计算 方法 分 别 计算 得 到 的 输出 衍射 积分 条 纹 强 度 的 
对 比 。 图 7.8 给 出 了 利用 菲 涅 耳 近 似 与 精确 计算 方法 分 别 计算 得 到 的 输出 面相 角 的 对 比 。 可 
见 ， 菲 音 耳 近似 引入 的 误差 几乎 可 以 忽略 不 计 。 












































3 3 x10-5 
4 2 一 ESE) | 
i | 一 精确 解 
g p 
= ° Bis 
E # 
%5! z 
-24 
0.5 
一 3 上 
Mo 0 2 30 40 50 6 70 0 10 o s aS o 
x/mm x/mm 
图 7.6 精确 计算 与 NFFA 近似 衍射 积分 图 7.7 利用 菲 涅 耳 近似 与 精确 计算 得 到 的 


计算 得 到 的 输出 面相 角 输出 衍射 积分 条 纹 强度 的 对 比 
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在 下 一 组 实验 中 ， 主 要 讨论 了 三 维 情况 下 的 结果 。 图 7. 9 给 出 了 模拟 计算 中 采用 的 输入 
面 方形 孔径 。 实 验 中 使 用 了 两 组 参数 ， 其 中 第 一 组 的 参数 如 下 : 
z=50mm, 也 (输入 面孔 径 边 长 ) =0.2mm, N=512, A =0. 6328 um 
































1 一 精确 解 
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图 7.8 利用 菲 涅 耳 近 似 利用 精确 计算 方法 图 7.9 模拟 计算 中 采用 的 输入 面 方形 孔径 























分 别 计算 得 到 的 输出 面相 角 的 对 比 


根据 FFT 条 件 ， 在 以 上 参数 条 件 下 ， 输 出面 的 孔径 尺寸 为 0.08lmm。 图 7. 10 显示 了 采 
用 NFFA 计算 得 到 的 衍射 输出 强度 三 维 图 ， 图 7. 11 给 出 了 相应 的 利用 菲 涅 耳 近似 计 算得 到 
的 衍射 输出 强度 三 维 分 布 。 

图 7.12 给 出 了 衍射 强度 的 计算 误差 (图 7.11 和 图 7. 12 对 应 数据 的 绝对 值 差 ) 。 可 见 ， 
在 这 种 实验 条 件 下 ， 菲 涅 耳 衍 射 使 观察 平面 的 特定 区 域 的 衍射 强度 误差 可 以 忽略 。 










































































-0.05 -0.05 
图 7. 10 利用 NFFA 计算 得 到 的 衍射 图 7.11 利用 菲 涅 耳 近 似 计算 
输出 强度 三 维 分 布 得 到 的 衍射 输出 强度 


第 二 组 实验 参数 选择 如 下 : 
z=100mm, 也 (输入 面孔 径 边 长 ) =2mm, N =512, À =0.6328um 
在 以 上 参数 下 ， 利 用 FFT 条 件 ， 输 出 面孔 径 尺寸 变 为 16. 2mm。 图 7. 13 给 出 了 利用 NF- 
FA 计算 得 到 的 三 维 衍射 输出 强度 分 布 。 对 应 的 由 菲 涅 耳 衍 射 计 算得 到 的 三 维 衍射 输出 强度 
分 布 如 图 7. 14 所 示 。 图 7.15 给 出 以 上 两 种 近似 方法 得 到 的 结果 之 差 (图 7.13 和 图 7.14 的 
绝对 值 差 ) 。 由 计算 结果 可 见 ， 在 这 组 参数 下 ， 对 观察 平面 上 特定 区 域 的 菲 涅 耳 衍射 ， 其 误 
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衍 


aR 


í 




















更 小 ， 这 主要 是 由 于 距离 z 变 得 更 大 ， 而 输出 面孔 





—0.01 -0.01 
图 7.13 利用 NFFA 计算 得 到 的 


—0.05 -0.05 














度 的 误差 (图 7.11 和 图 7. 12 


iit 
R 





衍射 ? 


图 7.12 


维 衍射 输出 强度 分 布 


对 应 数据 的 绝对 值 差 ) 











的 误差 (图 7.14 和 


度 


衍射 强 


图 7.15 对 应 数据 的 绝对 值 差 ) 


图 7.15 


度 分 布 





强 





图 7.14 利用 菲 涅 耳 近似 衍射 计算 


得 到 的 三 维 衍射 输 生 





的 棋盘 图 像 作为 所 需要 的 输出 面 衍射 强度 条 纹 。 实 验 


ZIN 


组 实验 采用 如 图 7. 16 所 


如 下 : 


—ź 


最 后 





举 


参数 选 # 














构 计 算得 到 的 图 像 


0. 8mm x0. 8mm， 输 出 面 尺寸 =16.2mm x 16. 2mm) 





重 


























棋盘 图 像 和 其 利用 逆 NFFA 


(z=80mm， 输 入 面 尺 寸 


图 7.16 
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z=80mm, D,( 输 入 面孔 径 边 长 ) =0. 8mm, N=256, A =0. 6328 pm 

利用 FFT 条 件 ， 在 上 述 参 数 下 输出 面孔 径 尺 寸 变 为 16. 2mm。 采 用 两 种 方式 计算 输入 面 
衍射 条 纹 。 第 一 种 是 采用 由 式 (7.5-1) 和 式 (7.5-2) 给 出 的 逆 菲 涅 耳 近 似 。 第 二 种 是 采用 
由 式 (7.5-3) 和 式 (7.5-4) ARRIR NFFA 近似 。 图 7. 16 同时 也 给 出 了 半 规 则 输出 面 采 
样 的 NFFA 重 构 衍射 强度 ， 由 图 可 见 ， 重 构图 像 与 原始 图 像 是 基本 一 样 的 。 图 7. 17 给 出 了 
规则 采样 条 件 下 利用 NFPA 计算 得 到 的 输出 面 衍射 强度 ， 其 中 所 需要 的 输入 面 衍射 条 纹 利 用 
MARE A WSS, HT NFFA 的 结果 可 认为 是 精确 的 ， 因 此 ， 在 规则 采样 下 ， 实 际 物理 实 
现 中 的 输出 衍射 强度 与 图 7. 17 看 起 来 相似 。 











7.17 以 利用 逆 菲 涅 耳 衍 射 得 到 的 场 作为 输入 场 ， 再 利用 NFFA 重 构 得 到 的 棋盘 图 像 
(z=80mm, 输入 面 尺 寸 =0.8mm x0. 8mm, 输出 面 尺 寸 =16. 2mm x 16. 2mm) 





7.7 更 高 精度 近似 


如 果 输 出 空间 的 坐标 中 心 在 (x,,y,)， 且 输入 空间 的 坐标 中 心 在 (xwi,y)， 则 可 通过 如 
下 的 定义 得 到 更 高 的 近似 精度 





Xo = NX0 +X, (7.7-1) 

Yo =Y +Y, (7.7-2) 

x=x +X, (1-13) 

Vay +y (7.7-4) 

qg=(x, -x1) + (y, -7)? (7.7-5) 

Rais +q) (7. 7-6) 
进一步 定义 

Ky =X, —%, (7. 7-7) 

Va EYT Yı (7.7-8) 

v! = x'a +y +2( ard Yayo) (7.7-9) 

w =x +y? -2[ xax" +yay’] (7.7-10) 

7 a ee (7.7-11) 
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如 果 将 BRN Tr, g v w RaR g ov, w, WUT TGR, HEt 
的 误差 近似 地 由 下 式 给 出 : 
E= v(a? w (xox + yoy)” 
4r, 2r, 
上 述 近 似 在 用 于 大 尺度 模拟 时 会 特别 有 用 ， 届 时 将 输入 面 和 /或 输出 面 划 分 成 更 小 的 子 
KIR, 然后 在 这 些 子 区 域 上 应 用 NFFA 即 可 。 利 用 并 行 计算 系统 ， 可 以 得 到 接近 实时 的 大 尺 
度 模拟 分 析 。 





(7.7-12) 








7.8 小 结 


本 章 介 绍 了 利用 NFFA 可 相当 程度 地 改进 菲 涅 耳 和 夫 环 禾 费 近似 ， 特 别 是 当 更 高 精度 的 
输出 采样 时 仍 采用 FFT 来 进行 宽 角度 衍射 计算 的 情况 ， 改 进 精 度 更 高 。 

菲 涅 耳 / 夫 琅 禾 费 近 似 与 NFFA 之 间 的 最 主要 差别 ， 在 于 其 不 同 的 采样 点 。 除 非常 宽 角 
度 的 衍射 外 ， 式 (7.2-11) 和 式 (7.3-11) 积分 外 的 不 同 相 位 因子 是 可 比较 的 ， 且 不 影响 输 
出 面 上 的 衍射 条 纹 强 度 。 因 此 当 正 常 利用 菲 涅 耳 近 似 计 算 时 ， 如 果 利 用 由 式 (7.3-8) 和 式 
(7.3-9) 所 决定 的 新 的 采样 点 ， 则 结果 仍 具 有 足够 的 精度 ， 不 过 此 时 的 结果 是 新 采样 点 的 
NFFA 结果 。 利 用 NFFA 近似 所 允许 的 z 距离 要 小 于 菲 涅 耳 近 似 所 允许 的 zz 距离 ， 后 者 大 约 
是 前 者 的 18 o 

只 要 半 规 则 输出 采样 是 可 接受 的 ， 则 NFFA 方法 就 与 角 谱 法 具有 同样 的 精度 ， 且 NFFA 
对 实际 情况 中 的 绝 大 多 数 宽 角度 衍射 都 是 有 效 的 。 
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8.1 本 章 引 论 


几何 光学 (或 称 射线 光学 ) 讨论 光波 传播 的 一 种 近似 ， 即 把 光波 长 A 看 成 是 无 限 小 的 ， 
在 实际 应 用 层面 ， 这 意味 着 把 它 看 成 远 小 于 影响 光波 场 振幅 和 相位 的 干扰 的 空间 尺寸 。 例 
如 ， 如 果 相 移 孔 径 是 波长 的 好 多 倍 ， 例 如 ， 相 移 2 弧度 ， 此 时 几何 光学 是 非常 适用 的 。 又 
如 在 纤 必 较 大 的 多 模 光 纤 中 就 使 用 射线 光学 。 

在 几何 光学 中 ， 通 常用 光线 来 描述 光波 场 ， 这 些 光 线 按 一 系列 的 规则 在 不 同 的 光 介 质 中 
传播 。 程 函 方程 〈 或 称 几 何 光 学 方程 ) 形成 了 几何 光学 的 基本 原理 ， 它 是 亥 姆 霍 效 方程 在 
波长 趋 于 零 时 的 特殊 形式 。 

本 章 共 分 8 节 。8.2 节 介 绍 了 光线 传播 的 物理 基础 ，8. 3 节 介 绍 了 光线 方程 ， 当 光线 传 
播 接近 光 轴 时 的 傍 轴 光线 方程 是 简化 的 光线 方程 。 

8.4 节 介 绍 了 程 函 方程 ; 8.5 节 通 过 举例 撒 述 了 局 部 空间 频率 和 光线 ; 8.6 节 以 2x2 阶 
的 矩阵 代数 摘 述 了 子午 面 光线 ， 它 是 一 种 在 单 平 面 上 传播 的 光线 ， 包 含 光 轴 和 另 一 种 正 交 
A, Uy 轴 ; 8.7 节 概 括 了 适合 厚 透镜 的 理论 。8. 8 节 对 复杂 光学 系统 的 入 瞳 和 出 瞳 做 了 


介绍 。 





8.2 光线 的 传播 


几何 光学 中 光线 的 位 置 和 方向 是 首要 考虑 的 对 象 ， 例 如 ， 光 学 成 像 系 统 把 从 物体 各 点 发 
出 的 光线 会 聚 后 重新 调整 其 方向 ， 对 应 到 图 像 的 相应 像素 。 

以 光 轴 为 中 心 的 光学 器 件 通常 很 小 ， 因 而 光线 以 非常 小 的 角度 传播 ， 这 样 的 光线 称 为 傍 
轴 光 线 ， 它 是 傍 轴 光学 的 基础 。 

几何 光学 成 立 的 基本 假设 如 下 : 

1. 光波 场 以 光线 的 形式 传播 。 

2. 在 不 同 的 光学 介质 中 ， 光 线 以 不 同 的 速度 传播 光学 介质 的 折射 率 n 宇 1。 如 果 当 n= 
1 时 ,传播 速度 等 于 c， 则 当 n 寺 1 时 ， 传 播 速度 为 c/n。 在 普通 的 光学 介质 中 ， 折 射 率 nn 是 














关于 位 置 的 函数 n(7) o 
3. 费 马 原理 : 光 沿 着 所 需 时 间 最 短 的 路 径 传播 。 为 了 更 好 
地 理解 这 种 说 法 ， 考 虑 图 8. 1 。 图 8. 1 中 光线 沿 传播 路 径 在 微分 
光 程 ds 上 的 无 限 小 传播 时 间 可 由 下 式 得 到 
ds n(r) ds di 
c/n(r) 7 r K A 
定义 AB 两 点 之 间 的 光 程 L, 为 图 8.1 4、B 两 点 之 间 的 光 程 
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L, = [ u(r) as (8. 2-2) 


从 4 到 B 的 传播 时 间 为 LV/e。 
费 马 原理 表明 光 程 是 关于 邻近 路 径 的 极 值 


BL, =0 (8. 2-3) 
等 式 两 边 都 除 以 v， 传 播 时 间 的 变化 也 满足 下 式 : 
220 (8. 2-4) 


此 极 值 是 最 小 值 ， 故 证 实 光 沿 着 所 需 时 间 最 短 的 路 径 传播 。 

折射 率 n 在 均匀 介质 中 是 常数 。 两 点 之 间 光 程 的 最 短路 径 是 这 两 点 之 间 的 一 条 直线 ， 这 
通常 描述 为 “光线 是 沿 直 线 传 播 的 ”。 

费 马 原理 可 证 明光 的 平面 镜 反射 现象 以 及 光 在 两 种 光学 介质 边界 上 的 反射 和 折射 现象 ， 
如 下 例 诠 释 。 








例 8.1 WH: 当 光 线 在 平面 镜 上 发 生 反 射 时 ， 反 射 角 等 于 人 射 角 。 介 质 折 射 率 为 常数 n。 
解 : 相关 的 示意 图 如 图 8.2 Bras, 0, 和 9, 分 别 是 入 射 角 和 反射 角 ， 光 经 平面 镜 反 射 后 4C 之 
间 的 路 径 应 该 是 光 程 最 小 值 。 
光 程 可 由 下 式 计 算得 到 
L, =n(AB + BC) 
上 式 可 写成 





p =n] [hi +(d, =d)? ]'? +(h+d) | 
及 取决 于 独立 变量 d,o WSL,/8d, =0, M 





Á — d, d X koy 2 ke x 
Wld q UETA 图 8.2 ETEA 
— a AC 之 间 的 最 短路 径 
即 
sin0 = sind, 
或 者 


0, =0, 





例 8.2 (a) 入 射 光线 在 折射 率 分 别 为 n, nm 的 介质 边界 上 分 成 两 束 光 线 ， 如 图 8.3 
所 示 。 

证 明 : 
nising, = nsin, (8.2-5) 
这 就 是 斯 乃尔 定律 。 

(b) 光线 近 光 轴 传 播 ， 证 明 : 

nifi =n,0, (8.2-6) 
这 就 是 几何 光学 中 的 傍 轴 近似 。 
解 : (a) 4、C 两 点 之 间 的 光 程 如 下 : 
L,=nAB +n,BC 

由 费 马 原理 知 ， 光 程 也 是 最 小 值 。 忆 ,可 写 为 图 8.3 两 种 介质 边界 的 反射 和 折射 
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L =n, (hi rtrd) +n, [hy +(d-d,)?]'? 
di 是 独立 变量 , 设 SL,/Sd, =0， 则 
n,d, = n,(d-d,) 
(hi +d)? [h +(d-d,)*]” 





上 式 可 写 为 
nising, = n, sing, 
(b) 当 光 线 靠近 光 轴 传播 时 ，sinb =0, ，sing =0,， 所 以 


n,0=n,0, 





例 8.3 一 注 透 镜 有 如 图 8. 4 所 示 的 性 质 。 
一 东 以 角度 9, 入 射 的 光线 又 以 角度 0, 射出 薄 透 镜 ，0, 可 由 下 式 得 到 : 


4=0 -7 (8.2-7) 
式 中 , y 是 人 射 点 到 光 轴 的 距离 ; /是 透镜 的 焦距 。 
焦距 了 可 由 下 式 得 到 : 
1 1 1 
i ene 


RP, n 是 透镜 材料 的 折射 率 ; R 和 R, 是 透镜 两 表面 的 曲率 半径 。 

根据 上 面 已 给 的 信息 ， 证 明 透 镜 成 像 定律 。 
解 : 考虑 图 8.4p。 由 方程 式 (8.2-7) 和 傍 轴 近似 sng=0 可 知 ， 当 入 射 角 0, =0 F, MP, 
点 发 出 且 平 行 于 光 轴 的 光线 穿 过 透镜 后 到 达 焦 点 P; 当 y=0 时 ， 从 忆 点 出 发 ， 沿 着 光 轴 通 
过 透镜 中 心 点 的 光线 穿 过 透镜 时 方向 不 变 。 两 条 光线 相交 于 P, 点 ，P, 即 为 像 。 


“ps, TA 


0, TAI 
Py 
Pe Le | 
Zi Z 


a) b) 


图 8.4” 薄 透镜 的 性 质 
a) 经 注 透 镜 改变 方向 的 光线 b) 薄 透 镜 成 像 
































8.3 光线 方程 


在 梯度 折射 率 介 质 (graded-index material, GRIN) 中 ， 折 射 率 是 位 置 > 的 函数 ， 即 
n(r) 。 光 线 在 这 种 介质 里 沿 着 曲线 路 径 传 播 并 遵循 费 马 原理 。 

光线 的 轨迹 可 以 用 坐标 函数 x(s)、y(s)、z(s) Ha, Bs 表示 轨迹 的 长 度 ， 如 
图 8.5 所 示 。A、B 两 点 之 间 的 轨迹 满足 费 马 原理 


ôf n(r)ds -0 (8.3-1) 
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r 是 位 置 矢量 ,使 用 变 分 法 ， 方 程式 (8.3-1) 可 以 转换 为 如 下 的 光线 方程 : ， 
(ny |= Vn(r) (8. 3-2) < 

式 中 ，V 是 梯度 算 符 。 
在 8.4 节 里 将 通过 程 函 方 程 严格 地 推导 出 光线 方程。 
上 面 是 以 矢量 的 形式 给 出 了 光线 方程 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 各 分 图 8.5 梯度 折射 率 
量 的 方程 可 以 写成 如 下 形式 : Se eee 








qt) 2 
ds\ ds) dy 


d dx) on 

mers 
方程 式 (8.3-2) 的 解 并 不 简单 ， 在 这 里 假设 光线 接近 光 轴 传播 ， 即 ds 圭 dz， 则 可 通过 傍 轴 
近似 大 大 简化 该 方程 ， 简 化 后 原 方 程 可 以 写 为 如 下 形式 : 








df( dx on 
daf dy) mn : 
(a = 名 (8.3-4) 


方程 式 (8.3-3) 和 方程 式 (8. 3-4) 就 是 傍 轴 光线 方程 。 





例 8.4 证 明光 线 在 均匀 介质 中 沿 直线 传播 。 
解 : 在 均匀 介质 中 折射 率 n 为 常数 ， 故 方程 式 (8.3-3) 和 式 (8.3-4) 可 写 为 
dx _ dy 
dz dz 





所 以 

x=Az+B 

y=Cz+D (8. 3-5) 
方程 式 (8.3-5) 表示 直线 。 





例 8.5 若 n=n(y)， 说 明 怎样 运用 傍 轴 光线 方程 。 
解 : 由 于 不 是 x 的 函数 ， 所 以 沿 x 轴 方 向 仍然 是 方程 式 (8.3-5)， 在 y 轴 方 向 ， 方 程式 
(8.3-4) 可 以 写 为 

dy_1 dn 


den dy 


给 定 n(y) 以 及 初 值 条 件 y(0) ME, ETE yC) 








8.4 RAE 


当 光 在 折射 率 相对 于 波长 缓慢 变化 的 介质 中 传播 时 ， 单 色 波 有 可 如 下 近似 表示 的 复 振 幅 
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U(r) =A(r)e i (8.4-1) 
AF, ky 等 于 自由 空间 的 波 数 2mr/Au; Ay 是 自由 空间 的 波长 ，hS(r) 是 波 相 位 ; Sr) 为 
程 函 方程 ， 是 折射 率 z(r) 的 函数 。 

常数 相位 的 表面 定义 为 
S(r) = 常量 (8.4-2) 

这 些 表面 称 作 波 前 。 能 量 沿 着 垂直 于 位 置 处 波 前 的 天 方向 传播 ， 光 线 传 播 的 轨迹 上 的 每 一 
点 都 垂直 于 波 前 ， 换 句 话 说， 光线 传播 的 方向 与 能 量 流动 的 方向 一 致 。 
方程 式 (8.4-1) 可 以 用 辫 姆 霍 效 方程 代 换 

















(V?+k)U(r) =0 (8. 4-3) 
得 到 
k(n? -1 VSI7)A+ VA =0 (8. 4-4) 
和 
k,(2 VS + VA +A V’S) =0 (8. 4-5) 
方程 式 (8.4-4) 可 写 为 = 
2 — 
| VSI? =n? + 2% vA (8. 4-6) | | | | | ==. 





4A, OI, 方程式 (8.4-6) 右边 的 第 二 项 趋 近 于 0， 故 有 i 


Za 
| VS(r) l? =n (r) (8.4-7) — 光线 
该 方程 即 为 熟知 的 程 函 方程 ， 它 可 以 被 用 来 确定 波 前 。 = 
b) 
~ 


由 于 光线 轨迹 垂直 于 波 前 ， 故 可 由 波 前 确定 光线 轨迹 ， 
图 8.6 呈现 了 三 种 波 前 。 












































程 杖 方程 可 以 解释 为 交 姆 霍 效 方程 在 波长 趋 于 0 时 的 极限 。 Dra 
只 要 由 方程 式 (8.4-7) 求 得 S(r) ， 就 可 通过 方程 式 一 
(8.4-5) 确定 4(r) ， 进 而 可 知 波 场 U(r)。 c) 
方程 式 (8.4-7) 也 可 表示 为 图 8.6 三 种 波 前 
asy /oSY (9SY ， a) 平面 波 b) 球面 波 o) 普通 } 
(5) (5) (5) =n (r) (8.4-8) a) 平面 波 b) 球面 波 c) 普通 波 


那么 ， 折 射 率 可 由 下 式 给 出 : 
n(r) =| VS(r) | (8. 4-9) 





$18.6 证 明 4、B 两 点 之 间 的 光 程 等 于 S(rs) -S(r4) 
解 : 因为 n(r) =1 VS(r)1， 由 下 式 可 得 光 程 . 


L, = [noar = [i yscr) par Str 285 
注意 : 光 程 类 似 于 电势 差 ， 相 位 S(r) 类 似 于 点 电势 。 





8.5 局 部 空间 频率 和 光线 
在 前 面 章节 里 ， 采 用 具有 方向 余弦 的 平面 波 分 量 分 析 了 任意 波 ， 光 线 同 样 与 方向 余弦 相 
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关 ， 为 此 ， 有 必要 分 析 波 场 的 非 稳 态 特性 。 

一 般 而 言 ， 非 稳 态 信号 h(t) 是 一 种 信号 频率 随时 间 t 变化 的 函数 ， 这 样 的 信号 不 能 
独 地 由 傅 里 时 变换 表示 其 特征 ， 但 可 以 通过 计算 hoa) 的 短 时 傅 里 时 变换 ， 其 中 oC) 
是 范围 有 限 的 窗口 函数 。 

针对 非 稳 态 二 维 信号 ， 可 以 把 上 面 的 一 维 情况 推广 到 与 波 场 有 关 的 二 维 情况 ， 因 此 ,我 
们 可 以 写 出 = 为 常数 时 的 波 场 



































h(x,y) =A(x,y) eb?” (8. 5-1) 
这 里 z 被 约束 ， 假 设 4(x,y) RAL. 
定义 局 部 空间 频率 为 


et 


a 
ha PY) (8. 5-3) 


在 h(x,y) 为 0 的 区 域 ， 局 部 空间 频率 记 和 上 万 也 被 定义 为 0。 

一 般 情况 下 , 六 和 与 前 面 章节 中 讨论 的 傅 里 叶 空间 频率 并 不 相同 ， 特 别 地 ， 仅 当 在 以 
下 情况 时 ， 上 述 两 种 频率 是 一 致 的 ， 当 相位 ply) 在 x-y 平 面 内 缓慢 变化 时 ， 中 (x,y) 
近似 等 于 在 点 (x ,为 ) 附近 展开 的 三 级 泰勒 级 数 ， 此 三 级 泰勒 级 数 即 为 


























中 (xo ,yo ) ， (x,)) » zly) 7 
局 部 方向 余弦 定义 为 i 
a’ = 人 大 (8.5-4) 
B =Af' (8.5-5) 
y'= 1 -Q =p" (8. 5-6) 


它 表明 这 些 方向 余弦 和 光线 在 点 (x,y) 处 的 方向 余弦 完全 相同 ， 其 中 点 (x,y) 为 常 
数 z 确定 的 平面 内 的 点 。 





例 8.7 确定 平面 波 场 的 局 部 空间 频率 。 
解 : 平面 波 场 的 空域 部 分 可 以 表示 为 

h(x,y) =e 
然后 , 根据 p(x,y) =2w(f.x+f,y) 得 


' 10 : 
Í: 2m goy) =f, 





f= aq pA) < 


在 此 情况 下 ， 局 部 空间 频率 和 傅 里 叶 变换 空间 的 频率 是 相同 的 。 























例 8.8 定义 有 限 截断 函数 如 下 : 


h(x,y) = eire0 + “rect sy ja 去 } 
(a) 求 局 部 空间 频率 。 
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(b) 试 比较 局 部 频率 和 g(x,y) REIER RRE, 
解 : (a) 在 原点 附近 ,尺寸 在 2D, 和 2D, 之 间 的 矩形 区 域内 ， 相 位 如 下 : 
(x,y) = ma(x +y) 
在 该 矩形 区 域内 ， 局 部 空间 频率 为 


f=; 26(2,y) =a 





f -元 ible ,y) = ay 


在 该 矩形 区 域外 ， 定 义 记 和 为 0， 因 此 ， 它 们 可 表示 为 
f= axrect ) 


J; = ayrect a) 
需 注 意 ， 在 已 给 的 矩形 区 域内 , fr 和 f 分 别 随 x 和 y 线性 变化 。 
(b) h(x,y) 是 可 分 离 函 数 


h(x,y) =h, (x) hy) = | er reaf; aie] 


A, h(x,y) 的 傅 里 时 变换 等 于 玉 C.) * mU )o 
h(x) 的 傅 里 叶 变 换 如 下 : 






































Hy (f.) = 三 ee OMe de (8. 5-7) 
使 ,= alx- (AMa) ] ， 蔡 换 变量 ， 方 程式 G 5-7) 则 可 表示 为 
ea leg ar FLOC) = Cy) + jSCL) = j}SC)] 
(8.5-8) 





式 中 ，C(. ) MS- ) 分 别 是 方程 式 (5.2-18) 和 方程 式 (5.2-19) 2 EREA A 
正弦 积 4 
定义 L AIL, 如 下 : 


Li= Palo. +4) (8.5-9) 
L, = Palo, -| (8.5-10) 


同 理 可 得 H, (f,)。 这 表明 在 和 矩形 区 域外 ，H, Cf.) 的 振幅 快速 趋 近 于 0 [ Goodman, 
2004] ， 简 言 之 ， 离 开 和 矩 形 区 域 的 频率 分 量 可 以 忽略 不 计 ， 实 际 上 在 矩形 区 域外 的 局 部 空间 
频率 为 0 也 说 明了 这 个 结果 。 然 而 ， 局 部 频率 和 傅 里 叶 频 率 之 间 的 相似 性 在 复杂 问题 中 不 容 
易 得 到 。 











8.6 子午 面 光 线 的 矩阵 表示 


子午 面 光 线 是 在 一 个 含有 z 轴 〈 称 为 光 轴 ) 的 单 平 面 内 传播 的 光线 ， 横 轴 称 为 y 轴 。 在 
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傍 轴 近似 〈sing=0) 下， 在 这 个 平面 内 传播 的 光线 可 以 用 2 x2 阶 的 矩阵 表示 ， 称 该 矩阵 为 
光线 传递 矩阵 。 

在 傍 轴 近似 下 z =z 处 的 一 子午 面 光 线 可 以 用 它 的 位 置 y, 和 角度 9, 表示 ， 如 图 8.7 所 示 ， 
用 一 对 (y;,0,) 变量 表示 子午 面 光线 。 考 虑 光线 在 从 z =2, 82 =z, 的 光学 系统 中 传播 ， 如 


图 8.8 所 示 。 
Yi 0 
` HAXA ERR M ER 


2Z=2] 2=22 


























图 8.7 在 z=z 处 用 (y,,0,) 表示 的 光线 图 8.8 光线 在 从 z=z, 到 z=z 的 光学 系统 中 传播 
在 傍 轴 近似 下 ， 点 01,0) 和 点 (2.0) 的 关系 如 下 : 
A B 1 
Eee aon 
90) \c dhe, 
这 里 以 4、B、C、D 为 元 素 的 矩阵 称 为 光线 传递 矩阵 。 


下 面 讨 论 基 本 光学 系统 的 光线 传递 矩阵 。 
1. ERKE n 为 常数 的 介质 中 传播 : 如 图 8. 9 所 示 。 









































EEM 为 
1 d 
u=(, | (8. 6-2) 
2. 平面 镜 反射 : 如 图 8. 10 所 示 。 
矩阵 M 为 
1 0 
u=(, (8. 6-3) 
平面 镜 
(2,0)) > 
ou 一 “et 
qd 一 一 一 
图 8.9 在 折射 率 为 常数 的 介质 中 传播 图 8.10 平面 镜 反射 
3. 平面 边界 折射 : 如 图 8. 11 所 示 。 
矩阵 M 为 


1 0 
"| | (8.6-4) 


4. 球面 镜 反 射 ， 如 图 8. 12 所 示 。 
和 矩阵 M H 


1 0 
2 | (8. 6-5) 
R 
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ny 
m R<0 冲 透镜 
| x4 有 >0 四 透镜 


图 8.11 平面 边界 折射 图 8. 12 球面 镜 反射 
5. 球面 边界 折射 : 如 图 8. 13 所 示 。 


MEREM 为 
1 0 
M= e -n, | 
mR ny 


6. 通过 薄 透 镜 传播 : 如 图 8. 14 所 示 。 


























KEM: M 为 
| | 
M= 1 
= 3] 
f 
ROM Ti ath 
RA R>0 凸 面 | 

n i />0 正 透镜 
l 2 J <0 负 透镜 
图 8.13 球面 边界 折射 图 8. 14 薄 透 镜 传 播 


7. 串联 的 光学 元 件 : 假设 Y 个 光学 元 件 溃 联 在 一 起 ， 如 图 8. 15 所 示 。 

















ARH M; > M, > M3 »ə © e—» My > 出 射 光线 





























图 8. 15 ”光线 通过 WN 个 光学 元 件 的 传播 





该 串联 光学 系统 的 光线 传递 矩阵 M 为 
M=M,M;x M, 


(8.6-6) 


(8. 6-7) 


(8. 6-8) 





例 8.9 证 明 薄 透镜 的 光线 传递 矩阵 可 由 方程 式 (8. 6-7) 求 得 。 


解 : 折射 率 为 n, 的 薄 透 镜 有 两 个 半径 分 别 为 R 和 R, 的 球面 ,假设 透镜 外 的 介质 折射 率 等 于 


m。 通 过 透镜 传播 涉及 透镜 两 个 球面 上 的 折射 ， 所 以 ， 总 的 光线 传递 矩阵 为 
1 0 1 0 
nR, 7 


M=M,M, = no-m h 
1 aod = L) 
f n R R, 














nR, Ny 


上 式 中 ,焦距 了 可 由 下 式 确定 : 








例 8.10 确定 下 面 系统 的 光线 传递 矩阵 ， 如 图 8. 16 所 示 。 
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解 : 这 个 系统 是 距离 为 a 的 自由 空间 传播 的 串联 系统 ， 光 线 = NL 
通过 焦距 为 /的 薄 透 镜 ， 所 以 ， 光 线 传递 矩阵 为 wal at 
1 0 1 4 1 d j yl 
M=M,M,=| 1 a 中 | 2 —— 
f f f 图 8.16 fi) 8. 10 的 光学 系统 
例 8.11 (a) 导出 焦距 为 了 的 单薄 透镜 的 成 像 方程 (b) 确定 其 
放大 率 。 


解 : 假设 在 距 薄 透镜 d 处 有 一 物体 ， 则 在 距 薄 透镜 d, 处 成 像 ， 如 











A 
图 8.17 所 示 。 ff 人 Ne 
为 了 成 像 ， 从 4 点 发 出 的 光线 一 定 会 会 聚 于 BB 点 。 总 的 光线 a 











传递 矩阵 如 下 : da y è 
|， J- i “) f 2 d +d, -E 图 8.17 单 透镜 成 像 
hi: dll ee BO: iri d, 
1 - 
f 
Yı 与 Ya 有 如 下 关系 : 
n=(1-2h +a ra -22h 
Yı AN BE 0 变化 ， 所 以 
d, +d i 
1 2 f m 
或 者 
Jett 
f d d, 
(b) 当成 像 发 生 时 ， 有 
I 
Ja T Yı 
所 以 ， 放 大 率 4 为 
Pe 
Yı f 





例 8.12 在 光学 系统 中 ， 如 果 一 个 面 上 的 发 光 强 度 分 布 是 另 一 个 面 上 发 光 强 度 分 布 的 像 
( 指 两 个 面 上 的 发 光 强 度 分 布 除了 被 放大 或 者 缩小 外 ， 其 分 布 是 相同 的 ) ， 则 把 这 两 个 面 称 
PES GCM, (a) RIGHT AACR eee EE, (b) MERMA O0, 和 0, 的 关系 。 

fe: (a) 在 之 前 的 问题 中 ， 光 线 传递 矩阵 M 是 在 一 般 情况 下 计算 得 到 的 ， 故 在 成 像 条 件 下 ， 
IERIE M EN 
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其 中 , m, =(1-d,/f); m =(1 -d,/f) 0 
(b) 6, 和 9, 的 关系 如 下 : 


“Sy, =0 时 ， 得 到 
0, =m,9, 
所 以 ，ms 即 为 光线 的 起 始 角度 与 光线 会 聚 于 光 轴 时 的 角度 之 间 的 放大 因子 。 








例 8.13 考虑 正 透 镜 ， 一 束 平行 光线 穿 过 正 透镜 并 会 肾 于 透镜 后 面 的 焦点 ， 这 个 焦点 称 作 
后 焦点 或 第 二 焦点 ， 穿 过 后 焦点 且 垂 直 于 光 轴 的 平面 称 作 后 焦 面 或 第 二 焦 面 。 

考虑 从 正 透 镜 前 的 一 点 发 出 的 光线 通过 正 透 镜 后 变 为 平行 光束 ， 这 个 点 称 作 透镜 的 前 焦 
点 或 第 一 焦点 。 前 后 焦点 和 焦 平面 如 图 8. 18 和 图 8. 19 所 示 。 确 定 正 透 镜 前 后 焦 平面 之 间 的 
光线 传递 矩阵 。 






























































前 焦点 后 焦点 
前 焦 面 后 焦 面 
Al8.18 正 透 镜 的 前 焦点 及 前 焦 平面 图 8. 19 正 透 镜 的 后 焦点 及 后 焦 平面 
解 ， 在 这 种 情况 下 ，w Ald, 等 于 焦距 A ， 所 以 光线 传递 息 阵 M 可 变 为 
d,d, 
1-9 ded," 0 f 
M = = 1 (8.6-9) 
I jen =A 
f f 
$8.14 ”类似 正 透镜 ， 可 定义 负 透 镜 的 焦点 和 焦 平 面 ， 如 图 8. 20 和 图 8. 21 所 示 。 
1 焦点 9 mN > 
后 焦 平 面 前 焦 平面 
Al8.20 负 透 镜 的 后 焦点 及 后 焦 平 面 图 8.21 负 透 镜 的 前 焦点 及 前 焦 平 面 


























注意 ， 负 透镜 的 前 后 焦点 及 其 前 后 焦 平 面 与 正 透 镜 的 相反 。 负 透镜 前 后 焦 平面 之 间 的 光 
线 传 递 和 矩阵 可 由 方程 式 (8.6-9) 给 出 。 





8.7 厚 透 镜 


厚 透镜 可 以 像 薄 透镜 一 样 ， 通 过 定义 两 个 主 平面 来 分 析 。 厚 透镜 的 前 焦点 如 图 8. 22 所 
示 ， 由 定义 可 知 ， 从 前 焦点 发 出 的 光线 经 厚 透 镜 后 变 为 平行 光束 射出 。 厚 透镜 上 的 人 射 光线 
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( 源 自前 焦点 ) 和 后 向 投射 的 出 射 光线 (平行 光 ) 相交 于 透镜 上 的 某 一 点 ， 穿 过 这 点 且 垂 直 
于 光 轴 的 平面 称 作 第 一 主 平面 。 


P, P, 


> 


由 定义 可 知 ， 一 束 平行 光线 穿 过 厚 透 镜 后 会 聚 于 厚 透 镜 的 第 二 焦点 。 和 射 光 线 (平行 
光 ) 向 后 投射 ， 与 会 聚 到 第 二 焦点 的 出 射 光 线 相交 于 某 一 点 ， 穿 过 这 点 且 垂 直 于 光 轴 的 平 
面 称 作 第 二 主 平面 。 
厚 透 镜 的 两 个 主 平 面 之 间 的 光线 传递 矩阵 与 正 透镜 的 光线 传递 矩阵 相同 ， 即 
1 0 
ae 
所 以 ， 得 到 厚 透 镜 的 焦点 、 焦 距 以 及 成 像 距 离 如 图 8. 23 所 示 ， 定 义 主 平面 和 相应 焦点 之 间 
的 距离 为 焦距 ， 两 个 焦距 是 相同 的 。 


物 面 F Py Py F, 像 面 

















图 8.22” 厚 透镜 的 前 焦点 
a) Py: 第 一 主 平面 b) P,: 第 二 主 平面 


















































J 22 





图 8.23 在 厚 透 镜 中 的 物 、 像 、 主 平面 、 焦 平面 、 焦 距 以 及 物 与 像 的 昌 


ToT 
BH 








8.15 WEAR SSE ES di, d, 满足 透镜 成 像 定律 。 
解 : Pte Ho ME AY Ce AE ee EN F : 


上 式 和 例 8. 11 中 讨论 的 光线 变换 矩阵 相同 ， 所 以 ， 成 像 条 件 为 
1 1 1 
Tog 





8.8 光学 系统 的 入 瞳 和 出 瞳 


一 般 的 光学 系统 含有 很 多 物理 孔径 ， 其 中 只 有 一 种 孔径 给 系统 造成 了 最 严重 的 限制 ， 称 
它 为 有 效 物 理 孔 径 。 
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光学 系统 的 入 瞳 是 从 物 空间 观察 的 有 效 物理 孔径 的 像 ， 而 出 瞳 是 从 像 空间 观察 的 有 效 物 
理 孔径 的 像 。 

为 了 阐述 这 个 概念 ， 分 析 图 8.24。 在 图 a 中 ， 有 效 物理 孔径 在 透镜 面 上 ， 因 而 入 瞳 和 
出 瞳 重 合 ， 且 等 于 有 效 物理 孔径 。 在 图 b 中 ， 有 效 物 理 孔径 与 出 瞳 相 同 ， 物 空间 的 像 是 虚 
像 ， 为 入 瞳 。 在 图 中 ， 有 效 物理 孔径 与 人 瞳 相 同 ， 像 空间 的 像 是 虚像 ， 为 出 瞳 。 
iia 


a) 
-一 
| 出 瞳 
m 
b) | 
瞳 


sae t 
oo 


入 瞳 
图 8. 24 ”光学 系统 的 入 瞳 和 出 瞳 
a) 和 人 有 瞳 等 于 出 瞳 “b) 出 瞳 等 于 物理 孔径 c) 入 瞳 等 于 物理 孔径 















































考虑 到 衍射 效应 ， 正 是 出 瞳 有 效 地 限制 了 通过 光学 系统 的 波 场 。 就 衍射 而 言 ， 把 透镜 系 
统 的 出 瞳 作 为 它 的 孔径 ， 在 像 平 面 上 可 以 用 夫 环 禾 费 衍射 来 研究 衍射 效应 ， 为 此 ， 光 轴 上 的 
衍射 距离 即 为 出 瞳 到 像 平面 的 距离 。 
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ORE 傅 里 叶 变 换 和 相干 光学 系统 成 像 


9.1 本 章 引 论 














在 本 章 里 将 讨论 透镜 的 傅 里 叶 变 换 和 相干 波 成 像 ， 这 两 个 问题 都 从 衍射 的 角度 进行 
讨论 。 

成 像 也 可 以 从 几何 光学 的 观点 出 发 ， 运 用 第 8 章 中 讲 到 的 光线 加 以 分 析 讨 论 ， 通 过 衍射 
与 通过 几何 光学 获得 的 结果 是 完全 一 致 的 。 

本 章 共 分 7 节 。 其 中 ，9. 2 节 应 用 物理 几何 讨论 了 薄 透 镜 的 相 变 ; 9. 3 a HA 
明了 透镜 是 怎样 形成 输出 场 的 ， eae a ee ee 
9. 4 节 的 关于 成 像 的 线性 滤波 的 诠释 。 

9.5 WA 9. 6 节 分 别 通 过 相 衬 显 微 术 和 共 焦 扫描 显 微 术 来 说 明 上 述 理 论 ， 最 后 一 部 分 
9.7 节 强调 了 复杂 光学 系统 的 代数 算 符 。 


9.2 薄 透 镜 的 相 变 












































透镜 由 光学 密 质 材料 制 成 ， 这 种 材料 中 的 相位 速度 小 于 空气 中 的 相位 速度 。 由 于 可 以 调 
整 透镜 的 厚度 ， 所 以 在 透镜 孔径 处 可 以 实现 所 需 的 相位 调制 。 


薄 透 镜 有 三 个 非常 重要 的 参数 : 0 本 
过 这 个 参数 可 以 减 小 相位 速度 ; R 和 R,， 它 们 是 透镜 "~ 





Ry 

个 曲面 的 半径 ， 如 图 9. 1 所 示 。 “ 

折射 率 n 大 约 为 1.5。 按 照 惯 例 ， 随 着 光线 从 左 到 右 传 

播 ， 光 线 遇 到 的 每 个 凸 面 都 有 正 的 曲率 半径 ， 每 个 凹面 都 

有 负 的 曲率 半径 。 薄 透镜 有 一 个 性 质 ， 光线 入 射 、 出 射 薄 透 镜 都 有 相同 的 (x,y) 坐标 系 。 
上 面 讨 论 的 薄 透 镜 的 三 个 参数 可 以 由 单独 的 一 个 参数 了 结合 起 来 , f 为 焦距 ， 即 


f=[@-(g-z)) (9.2-1) 
EIES AER BGR R, 和 R,。 (AN, —7 OUT AREE AE, TAEA EE /为 
负 。 在 后 面 的 讨论 中 ， 假 设 /为 正 值 。 
理想 透镜 的 相位 变换 可 以 表示 为 
(x,y) = ele ia) (9. 2-2) 
UP, o 是 透镜 的 最 大 厚度 ， 由 于 e”* 为 常数 相位 改变 ， 故 可 和 忽略。 
对 公式 (9.2-2) 进行 如 下 推导 。 通 过 定义 一 个 瞳孔 函数 P(x,y) 来 考虑 透镜 的 孔径 
1 在 透镜 孔径 之 内 


PSR 其 他 (9, 2-3) 














图 9. 1 薄 透 镜 的 三 个 组 成 部 分 
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为 了 推导 公式 (9. 2.2) ， 把 透镜 分 为 三 部 分 来 考虑 ， 如 图 9.1 所 示 。 在 (x,y) 处 的 厚度 
A(x,y) 可 以 表示 为 [Goodman，2004 ] ; 


2 2 2 2 
soon = -BI e eefi- fe | (9.2-4) 
1 2 


式 中 ,是 透镜 的 总 厚度 。 
sk (9.2-4) 可 以 通过 如 下 的 傍 轴 近似 简化 : 


2: z 2 2: 
(ey 区 一人 9, 2-5 
AJ R 2R? ( ) 


Nei (h-E) (9.2-6) 
透镜 的 相位 变化 函数 0(x,y) 为 
0(x,y) =knA(x,y) +kl to -4A(x,y)] (9.2-7) 
=kto+k(n-1)A(x,y) 
通过 公式 (9.2-1) 和 公式 (9.2-6), 公式 (9.2-7) 可 化 为 
On a T (9.2-8) 


2f 
再 由 公式 (9.2-8) 可 得 公式 (9.2-2), 











式 中 , R, BIA R, 和 R,。 
所 以 ,厚度 函数 可 变 为 





9.3 透镜 的 傅 里 时 变换 

在 5.4 节 里 ， 夫 琅 禾 费 区 处 于 距离 适当 大 小 孔径 的 初始 平面 很 远 的 区 域 ， 利 用 透镜 可 以 
消除 这 一 限制 。 下 面 根据 初始 入射 波 场 在 透镜 上 、 透 镜 前 和 透镜 后 三 种 不 同情 况 进 行 讨 论 。 
9.3.1 波 场 入 射 在 透镜 上 


这 种 几何 关系 如 图 9. 2 所 示 。 
假设 入 射 到 透镜 上 的 波 场 为 V(*,y,0) ， 则 透镜 后 的 波 场 变 为 AS 
U'(x,y,0) = U(x,y,0) P(x,y) e re) (9.3-1) 

这 个 复 振幅 在 式 (5. 2-13) 中 可 用 菲 涅 耳 衍 射 公式 代替 ， 从 而 找到 z 

=f 即 焦 平面 上 的 波 场 。 如 果 焦 平面 坐标 系 为 (x,y,, f, ， 则 结果 如 下 : 7 
U(x, Yp, f) = ein fp T. U'(x,y,0) P(x,y) e PT dxdy 图 9.2 入 射 面 在 透镜 

(9.3.2) 上 的 几何 关系 

这 里 常数 项 被 忽略 ， 空 间 频率 f. =x/Af, f, =yY/Afo 式 (9.3-2) 说 

明 输 出 复 振幅 是 透镜 瞳孔 函数 定义 区 域 中 的 输入 复 振幅 的 夫 琅 禾 费 衍射 条 纹 。 

9. 3.2 ”初始 波 场 在 透镜 左 侧 
这 种 几何 关系 如 图 9.3 所 示 。 
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我 们 认为 平面 z= -di(d, >0) 处 的 波 场 为 U(x ,y,，, -d,), Sit 
HARAS., f,, -4,) AACS, f, 07) 的 关系 为 
AG. £0 ) =4( fi, -di)e Ma (9.3-3) 
L, 





如 果 U(x,y,0) 的 范围 小 于 P(x,y), WÈ (9.3-2) 可 以 写 为 





leg 
Ulap Ye P) SAs fy 0) OV? (9.3-4) 图 %3 初始 入 射 波 场 在 
或 者 ， 利 用 式 (9. 3-3) 透镜 左 侧 的 几何 关系 


U(xj,y, P) =A Fy» _d,)e$(1-F)3:» (9.3-5) 
当 d =f>0 时 ， 相 位 因子 变 成 1， 则 
Ulay f) =AG fy, -Hh) (9.3-6) 
因此 ， 忽 略 P(x,y) 的 影响 后 ， 在 z= -f 人 处 的 波 场 的 二 维 傅 里 叶 变 换 就 是 透镜 焦 平 面 上 
的 波 场 。 
由 透镜 有 限 孔 径 造 成 的 这 种 限制 被 称 为 渐 晕 ， 可 以 通过 选择 较 小 的 d 避免 它 。 为 了 包含 
透镜 有 限 孔 径 的 影响 ， 可 以 使 用 几何 光学 近似 法 [Goodman] 来 实现 。 用 这 种 方法 ， 初 始 波 
场 是 一 近似 值 ， 透 镜 的 有 限 瞳 孔 函 数 等 于 P(x + (di/)%j,y+ (di/f)y;)， 用 该 瞳孔 函数 可 以 
计算 4(f.， fmd), IEPS aay f, a9 Mo z =f 处 的 波 场 变 为 


Dr 月 = DIP f Ulay, ~ a)P s+ any i oy, ptem TET 

















(9.3-7) 
9.3.3 初始 波 场 在 透镜 右 侧 


第 三 种 可 能 性 就 是 考虑 初始 波 场 在 透镜 后 面 ， 其 到 透镜 焦 平 面 的 距离 为 4。 当 用 一 个 垂 
直 平 面 波 场 照 射 透镜 ， 且 透明 物体 位 于 z =f- d 处 时 才 会 出 现 这 个 
情况 ， 如 图 9.4 所 示 。 

由 几何 光学 可 知 ， 在 这 个 平面 上 球面 波 振幅 正比 于 ,jd, 且 可 
作为 常数 被 忽略 。 如 果 (x,,y,, f-d) 是 该 平面 上 的 一 点 ， 且 由 于 f 
它 是 球面 波 会 聚 ， 则 该 点 对 应 的 物 面 上 的 等 效 瞳 孔 函 数 为 P(x,(f/ 


d) ya (f/d) )。 如 果 Ulay, f-d) 基于 透明 物体 的 波 场 ， 则 物 面 ”图 4 PA ee 
内 的 总 体 波 场 为 透镜 右 侧 的 几何 关系 图 


射 


U'(x,,yY2, f-d) =e? p(x, £y, £U, ,f-d) (9.3-8) 


BAUS f-d) 为 U(x,,y,,f-d) 的 角 谱 ， 假 如 菲 涅 耳 近 似 在 距离 d 内 有 效 ， 则 
焦 平 面 上 波 场 的 角 谱 为 





Alany P =A fis fer f-d) D (9.3-9) 

这 里 常数 项 被 忽略 ， 式 中 广 和 广 分别 是 /Ad 和 y /Ad。 基 于 该 几何 关系 ， 可 以 通过 调 

节 d 的 大 小 改变 传 里 叶 变换 的 范围 ， 变 换 的 尺寸 随 着 d 的 减 小 而 变 小 ， 在 空间 光 滤 波 器 中 ， 

这 是 一 个 非常 有 用 的 特征 ， 因 为 侍 里 叶 变 换 的 尺寸 和 焦 平 面 上 空间 滤波 絮 的 尺寸 必须 是 相 
同 的 。 
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9.4 基于 二 维 线性 滤波 的 成 像 


透镜 是 众所周知 的 成 像 设 备 ， 下 面 讨论 无 像 差 正 薄 透镜 的 单 色 波 的 像 。 

在 图 9.5 中 ， 用 一 平面 波 照 明 位 于 平面 z= -d 上 的 透明 ou ay 
物体 ， 则 这 个 面 上 的 波 场 为 V(xi,y,，- di) 。 首 先 确 定 平面 z= PN 
dy 上 的 波 场 VCxo,yo,d) ， 然 后 讨论 成 像 的 条 件 。 由 于 波 的 传 F 
播 是 一 种 线性 现象 ， 所 以 在 (xzo,yo,d) 和 (x,,7%,,-d,) 处 
的 波 场 总 可 以 通过 县 加 积分 联系 起 来 图 9.5 成 像 的 几何 图 

U(xo,yo,do) = J h(xo,yosxi yi U(x1,y1, — dı ) dx, dy; (9. 4-1) 
AP, (95% 9%1 1) 是 系统 的 脉冲 响应 。 

AT RA, BG U(x, ,yj -d W (*,,y7,,-d,) 处 的 5 函数， 这 在 物理 上 等 效 于 
起 始 于 这 一 点 的 球面 波 。 假 设 透镜 在 z=0 处 有 正 的 焦距 记 忽略 波 传播 中 的 所 有 常数 项 ， 在 
傍 轴 近似 下 透镜 的 人 射 场 如 下 : 

U(x,y,0) = pila (ea)? +=) (9. 4-2) 





透镜 后 的 波 场 为 
U'(x,y,0) =U(x,y,0) P(x,y) e A (9.4-3) 
ARAVA (5. 2-13), A 
Uid = Kiani | Dey eer atl aay 
在 实际 的 成 像 应 用 中 ， 最 终 的 图 像 被 一 个 只 对 发 光 强 度 敏 感 的 检测 系统 检测 到 ， 所 以 ， 
如 果 式 (9.4-4) 中 的 所 形式 的 相位 项 是 独立 的 ， 则 该 相位 项 可 以 忽略 不 计 ， 则 式 (9.4-4) 
可 以 简化 为 


(9.4-4) 





有 (xzo yo32i +1) -f P(x,y) TP e G + et)? dedy (9.4-5) 
式 中 
1 1 1 
D= 一 + 一 一 一 9. 4-6 
dd, f ere 
Æ D =0 的 情况 下 ， 式 (9.4-5) 变 为 
A(% ,yo3xX1 Ni) = | Pe, e Tgl Cote 24040) 9] dydy (9.4-7) 
这 里 
do 
waT (9.4-8) 
如 果 可 以 忽略 P(x,y) ， 则 式 (9.4-7) 等 同 于 
h(xo ,Yo ,Xi M1) = Í © oP aO y] dx'dy' (9. 4-9) 


WH x’ =x/Ad; y' =y/Ad,, PRAKASH. 
式 (9.4-9) 等 价 于 
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x 
h(x 5¥o3%1 5%) -ila 二， yi +2) (9. 4-10) 
把 式 (9.4-10) 代入 式 (9.4-1) 得 
% y 
U(xo ,yo, do) =u -各 re -| (9. 4-11) 


断定 U(x, Yodo) Azz =d, 处 波 场 的 放大 倒立 像 ，M 是 式 (9.4-6) P D=0 时 的 放大 率 ， 所 
Lh, dy Md, 的 关系 为 
1 





(9. 4-12) 
这 就 是 人 们 熟知 的 透镜 成 像 定 律 。 
9.4.1 有 限 透 镜 孔径 的 影响 
DEWET, Ai TARR EIL P, y) 的 影响 。 令 
x, = -Mx (9. 4-13) 
y! = -My, (9. 4-14) 


mst (9.4-7) 可 写 为 
h(xo,Y0;%'1 y1) = 全 P(Adgx ,Adgy)e PTD 0i] dedy (9.4-15) 


= h(x = %"1 ,Yo =¥'i) 
所 以 , 式 (9.4-1) 可 写 为 


U(xo,yo,do) = 全 h(xo = x' Yo 2 YA U(x, yi’ —d,) dx’ dy’, (9. 4-16) 
式 (9.4-16) 中 忽略 常数 项 。 式 〈9.4-16) 是 一 个 二 维 卷 积 
x 
U(x 5% dy) =h(xo,Yo) suf 2, -2, -a ] (9. 4-17) 
这 里 UC ( -x/M), (-¥o/M), —d,) 是 理想 图 像 ， 且 
h(x ,yo) = Í * P(AdgxAdgy) e220" dedy (9. 4-18) 














我 们 发 现 脉冲 响应 是 透镜 的 变 扩 度 瞳 孔 函 数 的 二 维 傅 里 叶 变换 ， 最 终 成 像 是 理想 图 像 和 
系统 脉冲 啊 应 的 卷 积 。 平 滑 操作 能 强烈 地 衰减 图 像 的 细 闻 。 

在 多 透镜 的 一 般 成 像 系 统 中 ,， 式 (9.4-17) 和 式 (9.4-18) 仍然 有 效 , BPC,- ) 
表示 衍射 受 限 系统 的 有 限 等 效 出 瞳 ， 如 果 和 人 射 到 入 瞳 的 发 散 球 面 波 在 出 瞳 处 映射 为 会 聚 球面 
波 ， 则 这 个 光学 系统 就 是 衍射 受 限 的 。 





9.5 相 衬 显 微 术 





本 小 节 和 下 一 节 的 内 容 ， 是 用 两 种 先进 的 成 像 技 术 阐述 前 面 几 节 中 讨论 的 理论 。 相 衬 显 
微 术 是 一 种 对 透明 物体 生成 高 对 比 度 图 像 的 技术 ， 如 活 细胞 培养 物 、 薄 的 组 织 切 片 、 微 生 
物 、 光 刻 图 案 、 纤 维 等 。 该 技术 是 通过 把 小 的 相位 变化 转换 为 可 以 高 对 比 度 观 察 的 振幅 变化 
来 实现 的 ， 在 这 个 过 程 中 ， 标 本 不 会 受到 不 良 干扰 和 破坏 。 
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工业 相 衬 显微镜 的 原理 图 如 图 9. 6 所 示 。 





当 光 穿 过 透明 物体 时 ， 它 每 点 的 相位 都 发 生 了 EE EN 
变化 ， 所 以 ， 相干 照明 的 样本 的 传输 函数 可 写 为 ------ em iy 
j i 一 数字 相机 系统 
i(x,y) =e nee) (9-5-1) pai, fr BADE = 
RP, 0 为 平均 相位 ; 相 移 函 数 9(x,y) 远 小 O 观察 M 透射 光 生物 








= ER 


S me EJ 
物镜 
所 以 ， t(x,y) 可 近似 为 if = 


t(x,y) =e 1 +j0(x,y) | (9. 5-2) 

zt (9.5-2) 中 的 最 后 一 个 因子 是 函数 oO? 泰勒 展 wove 一 

开 式 的 开始 两 项 。 lel 
显微镜 对 发 光 强 度 的 敏感 性 可 表示 为 

I(x,y) =11+jbxy)12=1 (9.5-3) 

所 以 ， 图 像 不 清晰 。 式 (9.5-3) 是 正确 的 ， 因 为 它 是 由 非 衍射 光 引 起 的 前 一 项 单位 1 与 由 

衍射 产生 的 jb(x,y) 一 起 求 二 次 积 。 为 了 绕 开 这 个 问题 ， 可 以 使 用 非 衍射 光 发 生 mx2 或 

37/2 相 移 的 相 平面 ， 这 可 通过 透明 电介质 点 的 玻璃 基板 来 实现 ， 通 常 通过 控制 成 像 系 统 的 

焦点 处 的 厚度 给 出 /2 或 3m/2 相 移 。 该 非 衍 射 光 通过 焦点 ， 而 来 自 样本 的 衍射 光 由 于 具有 





图 9.6 工业 相 衬 显微镜 的 原理 图 [Nikon] 


高 空间 频率 ， 它 在 焦点 处 扩散 开 。 在 像 平面 上 ， 发 光 强 度 可 以 表示 为 

I(x,y) = le? +j0(x,y) 1? ~14+20(x,y) (9.5-4) 
IN (9.5-4) 的 相位 移动 是 r/2， 还 有 

I(x,y) =le?"? +j0(x,y)l?=1 -20(x,y) (9. 5-5) 


相位 移动 是 3w/2。 式 (9.5-4) 和 式 (9.5-5) 分 别 为 正 相 衬 和 负 相 衬 ,， 在 任 一 情况 下 ， 相 
位 变化 9(x,y) 可 以 作为 图 像 来 观察 ， 因 为 它 已 被 转换 为 发 光 强 度 。 常 规 显 微 镜 与 相 衬 显 微 
镜 成 像 的 相互 比较 如 图 9.7 所 示 。 
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9.7 常规 显微镜 与 相 衬 显微镜 成 像 的 相互 比较 
a) 常规 显微镜 下 标本 的 图 像 b) 相 衬 显微镜 下 相同 标本 的 图 像 [Nikon] 


通过 设计 更 加 复杂 的 相 盘 有 可 能 进一步 改进 此 方法 。 例 如 ， 对 比 度 可 通过 改变 相 盘 的 特 
性 来 调整 ， 诸 如 改变 吸收 率 、 折 射 率 和 厚度 等 。 切 趾 相 衬 物 镜 也 可 用 来 进行 系统 改进 。 
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9.6 共 焦 扫描 显 微 术 








传统 显微镜 是 一 个 将 整个 目标 场 同 时 成 像 的 设备 ， 而 在 扫描 显微镜 中 ， 一 次 只 能 产生 一 
个 目标 点 的 像 ， 这 和 需要 扫描 目标 来 产生 整个 场 的 像 。 反射 式 共 焦 扫描 光学 显微镜 的 原理 图 如 
图 9.8 所 示 ， 这 样 的 系统 也 可 以 在 透射 模式 下 运行 。 系 统 把 图 像 信 息 传 给 计算 机 ， 进 行 数字 
后 处 理 和 图 像 处 理 。 

在 共 焦 扫描 显微镜 中 ， 点 光源 发 出 的 光 只 能 探 照 目标 的 极 小 区 域 ， 另 一 个 点 探测 需 确保 
只 能 探测 到 来 自 相 同 目 标 区 域 的 光 。 共 焦 扫 描 显 微 镜 的 一 种 特定 配置 如 图 9. 8 所 示 。 在 这 个 
系统 中 ， 图 像 是 通过 同步 地 扫描 源 和 探测 带 生 成 的 。 男 一 种 配置 如 图 9.9 所 示 ， 在 这 种 模式 
下 ， 共 焦 显 微 镜 具 有 优良 的 深度 辨别 特性 ， 利 用 这 个 特性 ， 厚 的 半 透 明 物 体 的 平行 截面 可 以 
在 高 分 辨 率 下 成 像 。 


















































































































































X-Y 
w | Em 
物体 
探测 器 显示 器 
图 9.8 反射 式 共 焦 扫 描 显 微 镜 的 原理 图 19.9 共 焦 光学 显微镜 系统 

















9.6.1 图 像 形成 
式 (9.4-16) 可 写 为 
Uros) = [hs +28, y + 220 dey (9. 6-1) 
可 以 看 到 ， 式 中 d Ad, 已 从 输入 输出 的 复 振 幅 中 去 掉 。 式 (9.4-18) 给 出 的 脉冲 响应 eR 
可 以 写 为 
h(x,y) = ic [T Podo, „Adoyi )e mn dx, dy, (9. 6-2) 
AP, PRB RAS MILE RKK 
在 共 焦 显 微 镜 中 ， 由 于 一 次 只 能 对 一 个 目标 点 成 像 ，U(x, ,y, ) 可 以 写 为 


























U(x1,71) =8(x,)8(y,) (9. 6-3 ) 
所 以 
= Xo Yo 
=e) 
点 图 像 的 强度 变 为 
_ Xo Yo ? 
T(xo ,yo ) = af 32,22] (9. 6-5) 
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对 于 一 个 半径 为 a 的 圆 对 称 孔 径 ， 则 P(x,,y,) 可 写 为 
1 ps1/2 





(x1,71) =P(p) = 0 其 他 (9. 6-6) 
其 中 
Se (9. 6-7) 
2a 
P(p) 为 例 2.6 中 讨论 过 的 柱 函 数 。 脉 冲 响应 函数 变 为 P(p) 的 汉 克 尔 变换 ， 由 下 式 给 出 : 
h(x» 60) =h(ro) =somb( no) (9. 6-8) 
其 中 
ro = Vxo + Yo (9.6-9) 
somb (ry ) =Car) (9. 6-10) 
该 点 图 像 的 强度 变 为 
T(xo 5%) = Minne) (9. 6-11) 


270 
实际 中 通常 使 用 两 种 透镜 ， 如 图 9. 9 所 示 ， 称 它们 为 物镜 和 会 聚 透镜 。 假 设 这 两 个 透 
镜 的 脉冲 响应 函数 分 别 为 如 和 h,， 通过 重复 应 用 方程 式 (9. 6-1)， 图形 强度 可 以 表示 
如 下 : 





T(xo ,yo ) = lh, * U(x, ,y,) l? (9. 6-12) 
这 里 
hy =h,h, (9. 6-13) 
如 果 两 透镜 相同 ， 即 脉冲 响应 函数 hh 由 方程 式 (9. 6-8) 给 出 ， 则 图 像 的 输出 强度 为 
Ixa y) = Wh Crm) (9. 6-14) 

















例 9.1 确定 共 焦 扫描 显微镜 两 透镜 的 传递 函数 。 
解 : Hh, =h,h, 可 知 











HAS cet) = Hy Sandy) * H,(f, fy) 
这 里 由 于 两 透镜 相同 ， 故 
A, (fs f,) =a (fs f) =PCAdgx, ,Adoyi) 
如 果 孔 径 函 数 己 是 圆 对 称 的 ， 则 瓦 (上 , 广 ) 也 是 对 称 的 ， 它 可 表示 为 


H,(f.,f,) =H, (p) 
这 里 
p= Jf, +f, 
所 以 
H, (p) =H, (p) * H,(p) 
这 个 卷 积 可 由 下 式 给 出 : 
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e)-2 h-(2) 


H(p) = 2 sree 





97 复杂 光学 系统 的 算 子 代数 


用 算 子 代数 把 9. 1 节 到 9. 5 节 的 内 容 结 合 起 来 ， 就 可 分 析 相 干 照明 下 的 复杂 光学 系统 
[Goodman] 。 为 了 简化 得 到 的 结果 ， 假 设 通过 傍 轴 近似 讨论 菲 涅 耳 衍射 和 几何 光学 所 得 到 的 
结论 是 有 效 的 。 

下 面 讨论 一 种 代数 算 符 。 假 设 孔 径 在 矩形 坐标 中 是 可 分 离 的 ， 因 此 可 用 一 维系 统 的 方式 
讨论 二 维系 统 。 该 算 子 包括 复杂 光学 系统 中 用 到 的 基本 运算 。 如 果 当 前 的 光 场 为 U(x)， 则 
O(m) [U(x)] 表示 Ui(x) 通过 算 子 O(n) WER, BARFA u 为 变量 。 下 面 介绍 一 些 重 
要 的 运算 符 。 

1. 傅 里 时 变换 








Uy) = FO)LU(a)] = | U (a)e”™da (9.7-1) 


式 中 , ”表示 频率 。 
2. 自由 空间 传播 


1 E i 
U, Xa = P 2z U, Xi = 一 一 一 Ui x, @j2:(%2 1) dx, 9. 7-2 
(a) = P(z)[ U(x)] Sal (x) (9.7-2) 


RP, k=20/A; A 为 波长 ; z 为 传播 距离 。 
由 于 波 的 传播 距离 小 于 菲 涅 耳 区 ， 故 可 用 角 谱 法 代替 菲 涅 耳 衍射。 
3. 常数 缩放 变换 
U, (x) =S(a)[U, (x) ] = /lalU, (ax) (9. 7-3) 
RP, a 为 缩放 常数 。 
4. 乘 以 二 次 相位 因子 
U,(x) =Q(b)(U,(x) ] = U, (x) (9.7-4) 
RP, b 为 二 次 相位 因子 的 控制 参数 。 
以 上 每 一 个 运算 都 可 以 进行 逆 运 算 ， 见 表 9. 1。 





表 9.1 BAR 
FO) PC) Sa) Q(6) 
iat PE F =v) P =2) s(--) Q( -0) 


为 了 有 效 地 使 用 算 子 代数 ， 有 必要 知道 两 种 连续 运算 是 如 何 相关 的 ， 表 9. 2 中 总 结 了 这 
些 关系 。 
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R92 算 符 和 运算 





F(x) P(2) S(a) Q) 
F) S(-1) 0( -A2) Fv) s(+ ro) P( -FFO 
1 -1 
: , P(a)P(a) ae ol(s+) |. 
(2) F(x) Q( -222) er S(a) PCa) pe 
P[(z-!+6)-!] 
1 ES S(a,)S(a;) > 
sta) ros(+) p(B po) e pe Qla?b)S(a) 
PL (27! +b)™'] -> 
b b QCh) QCh) 
Qb) Fwy P( - a S(1 +bz) - s(a)Q(-r) er 
QL (871 +2) 1] 


EIRE, -PAN E PERS REE, TAIRO) 然后 是 列 算 符 
C(v,) 


E=C(v,)R(v,) (9.7-5) 

另外 ， 常 用 下 面 的 关系 式 来 简化 结果 : 
P(z) -o(p Froe) (9.7-6) 
so rod Po (9.7-7) 





方程 式 (9.7-6) SOFIE A, 方程 式 (9.7-7) 表明 透镜 前 后 焦 平面 通过 傅 里 叶 变 换 
相关 。 








例 9.2 (a) 简化 下 面 算 符 方程， 
1 1 1 
o=o -FP -Pod -FPO 
(b) 该 算 符 对 应 于 哪个 光学 系统 ? 
(o) 确定 初始 场 U, 的 最 后 输出 场 U。 





解 : (a) 右边 的 前 三 个 算 符 根据 方程 式 (9.7-7) 符合 aa 

SEJO. Ft PUD) 根据 方程 式 (97-6) 被 | | 

(G eo eee. ss tal elad 
a Strainer ace 19.10 i 9.2 的 光学 系统 


(b) 该 算 符 与 图 9. 10 中 所 示 的 光学 系统 相符 合 。 
(c) 把 每 一 个 算 符 化 为 积分 方程 


U, (v1) = F(v,)[U,(x) ] =. [U(x e Prax 
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U,(,) = s( 50 )] Eerie 


Uy) = FO,)[U(%)] = | Us) edn 
1 1 “ -jn 
U) = so)] = a ewe, 
UO) 使 用 积分 方程 ， 则 最 后 一 个 方程 可 写 为 


Us(v,) = vi U,(«) e Pte PW” dedy, 
1 = = = ja ( $2 )p 
= ie Ux)dz[| oP (7) ‘dv, | 
1 (** xt+v 
= ve U(x) oP) 
= | U,(x)8(a +v,) ds 
= U,(-»,) 




















例 9.3 证 明 如 下 的 光学 系统 可 以 对 空间 频率 进行 傅 里 叶 变 换 ， 通 过 改变 z 可 调整 空间 频率 。 
解 : 连接 输入 和 输出 的 算 符 0 由 下 式 求 得 : 


输入 输出 
0=P(2)0[ -Poe ) (9. 7-8) I .一 = 
j a j 


通过 运用 透镜 定律 ， 即 二 = 上 + 工 ， 风 of -L ars š 





























o i (9.7.9) 。 图 9.11 例 9.3 的 光学 系统 
根据 表 9. 2， 可 运用 下 列 关系 : 
p(s)0| -i -i-o -2 Je ig) (9. 7-10) 
CC hoo an 
由 以 上 方程 可 得 到 
on 05" }(-E pls haga ro 
用 表 9.2 中 的 
os(o) =5(a) OZ] 
4 





92 





第 9 章 傅 里 叶 变换 和 相干 光学 系统 成 像 


从 而 得 到 





0=0(* 5" )(*22)(-2 Gena PO 
相继 将 0 算 符 、S 算 符合 并 有 
0=0 

作为 积分 方程 ，0 对 应 于 


k 22)272122 9 (+ ,2771%0 
U, (x, ) = e”? 2-a) 3f U, (x) e aG- dx 
-% 





(Zi razan] ži 


z3(z-2,) Az, (zı =x) 


een 





可 以 通过 改变 z 值 ， 调 整 空间 频率 一 一 一 ~ 


Z1X0 
Zz, (21 -z) i 
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10.1 本 章 引 论 


在 前 几 章 里 ， 讨 论 了 相干 和 单 色 波 场 的 传播 与 成 像 ， 而 在 本 章 中 ， 这 些 内 容 扩展 为 准 单 
色 或 非 相 干 波 场 的 传播 与 成 像 。 

单 色 波 场 只 有 一 个 时 间 频 率 f， 而 非 单 色 波 场 则 有 许多 。 准 单 色 波 场 有 一 个 时 间 频 率 范 
围 为 Af， 它 远 小 于 平均 时 间 频 率 f 。 在 实际 的 成 像 应 用 中 ， 通 常 假定 波 场 为 准 单 色 波 场 。 

本 章 分 10 个 小 节 ， 前 几 个 小 节 我 们 做 了 相关 理论 的 准备 工作 ， 这 些 理论 可 以 恰当 地 分 
析 准 单 色 波 。10. 2 小 节 介 绍 了 一 种 与 储 里 叶 变 换 紧 密 相 关 的 希 尔 伯 特 变换 。 它 的 主要 特性 
是 交换 了 余弦 和 正 弱 频 率 组 分 。 它 是 一 种 工具 ， 用 来 定义 10. 3 节 介 绍 的 解析 信号 。 解 析 信 
号 是 一 个 复数 ， 它 的 实 部 等 于 真实 的 信和 号， 而 它 的 虚 部 等 于 相同 真实 信号 的 希 尔 伯 特 变 换 。 
希 尔 伯 特 变换 除了 用 在 分 析 准 单 色 波 ， 它 还 被 广泛 地 用 于 分 析 通 信 中 的 单 边 带 调制 。 

10. 4 节 介 绍 了 怎样 用 解析 信号 来 表示 准 单 色 波 。10.5 节 通 过 空间 相干 和 时 间 相 干 的 概 
念 进一步 研究 了 准 单 色 、 相 干 和 非 相 干 。 

面向 简单 光学 系统 的 上 述 理论 的 研究 ， 在 10.6 节 被 扩展 到 更 加 复杂 的 成 像 系统 。 准 单 
色 波 成 像 是 10.7 节 的 主要 内 容 ， 在 这 节 中 ， 我 们 可 以 更 加 清楚 地 区 别 相干 成 像 和 非 相 干 成 
像 。10. 8 节 中 衍射 受 限 成 像 系统 被 认为 是 线性 系统 ， 通 过 相干 成 像 和 非 相干 成 像 导出 了 该 
线性 系统 的 特性 ， 光 学 传递 函数 就 是 其 中 之 一 。10. 9 节 主 要 介绍 了 光学 传递 函数 的 计算 方 
法 。 所 有 成 像 系 统 都 有 像 差 ，10. 10 节 对 此 进行 了 介绍 ， 尤 其 是 泽 尔 尼克 多 项 式 (Zernike 


polynomials ) 。 























10.2 希 尔 伯 特 变换 


硕 尔 伯 特 变换 和 在 10. 3 节 里 讨论 的 解析 信号 在 描述 准 单 色光 场 和 成 像 等 的 性 质 方面 非 
常 有 用 ， 它 们 还 广泛 使 用 在 其 他 领域 ， 如 通信 中 的 单 边 带 调制 。 定 义 实 数 信号 的 希 尔 伯 特 变 
换 为 








Te ee tf Tay (10. 2-1) 





它 是 u(t) 和 函数 1/t 的 卷 积 。 
用 卷 积 理论 ， 方程式 (10. 2-1) 的 傅 里 时 变换 为 




















Vif) =U(P HY) (10. 2-2) 
式 中 , H) ERZ nt 的 傅 里 叶 变 换 。 
即 

H(f) = -j sgn(f) (10. 2-3) 
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定义 符号 函数 sgn (f) 为 


1 f>0 
sgn(f) [o f=0 (10. 2-4) 
-1 f<0 
由 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 定理 和 方程 式 (10.2-2) 可 得 , v(t) Mult) 的 能 量 相 等 
[Paa = [eoa (10. 2-5) 





方程 式 (10.2-3) 表明 通过 硕 尔 伯 特 变换 ， 频 谱 组 分 相位 移动 了 m2, Hr A LRA RA RAE 
换 为 正 交 滤波 器 。 
希 尔 伯 特 变换 的 逆 变 换 为 





(= Lf” (D yr (10. 2-6) 
希 尔 伯 特 变换 中 的 这 个 积分 为 反常 积分 ， 它 实际 上 是 下 式 的 缩写 . 
on) pm ONGO 
| AD dr = lim[| f“ Dar + | Loar] (10. 2-7) 
它 又 可 表示 为 
[- HT jpa [- ult T) a (10. 2-8) 
-o t-T 一 o -T 





例 10.1 RAŽ u(t) =cos(2mht +o A)) 的 希 尔 伯 特 变 换 。 
解 : 


v(t) = 
_ Ife [een +f) )cos(27f,7 + b(f,)) k sin(2mft + Pf) )sin(2mf,7 + bf) ) Jer 
TT Jo 


=F =F 





T 


L oos(t2mWotT) + Pf)) - 
言情 IT 


t-r ~ 


u” cos(27h(t +7) + 中 wo)) 1 
= T 





(10. 2-9) 
第 一 项 是 7 的 奇 函 数 ， 积 分 为 0， 所 以 有 











ED sinner + OU) on = sin(mfe + 4U5)) 
(10. 2-10) 
GY 10.2 证 明 实数 信号 u(t) 和 它 的 希 尔 伯 特 变换 v(t) 相互 正 交 。 
解 : 由 帕 塞 瓦尔 定理 可 得 
[Woda = [UNV NaF Bea 


=j 1 vn -i | up Par =0 
AP UC -A =V GA). 








例 10.3 u(t) 的 傅 里 叶 变 换 可 写 为 
U(f) =U, (f) -jU Pf) (10. 2-12) 
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这 里 U1(f) 和 U6(f) 分 别 是 w(t) 傅 里 时 变换 的 余弦 和 正弦 部 分 。 
证 明 当 w(;) 是 因果 信号 (242 <0 u(t) =0) 时 , UO MUO 是 希 尔 伯 特 变换 对 。 
证 明 : u(t) 的 奇偶 部 分 可 表示 为 


u(t) = 4 (u(t) +u ~)] 












































n (10. 2-13) 
wC) = 二 [uCD -uf -0)] 
“u(t) WARAS, WRA 
u(t) =uo(t) sgn(t) 
u(t) =u, (t)sgn(t) (10. 2-14) 
所 以 
= D? e Pu 
U0 = |{ wt)e Pt neous 


= fT sgn) eat 
a FY ee Aa ME, UO 等 于 w(t) WAREK ( 即 -jU (有 )) All sen(t) 的 





















































fies (i 的 卷 积 。 
Uf) = B - jU (v) zG” (10. 2-16) 
所 以 
Uf) =- =/ oe dy (10. 2-17) 
类 似 地 有 
U) = = Oy (10. 2-18) 


式 (10. 2-16) ~ 式 (10.2-18) PIN» WARR, WHEL (10.2-17) 和 方程 式 (10. 2-18) 也 
被 称 为 电磁 学 中 的 克拉 茂 -克朗 尼 希 ( Kramers-Krénig) KA. 





10.3 解析 信和 号 


解析 信和 号 对 理解 罕 带 波形 、 波 传播 和 图 像 结 构 的 性 质 非 常 有 用 。 定 义 
s(t) =u(t) +jv(t) (10. 3-1) 
IF, u(t) 是 实数 信号 ; v(t) 是 u(t) 的 希 尔 伯 特 变换 。 
所 以 ,解析 信号 是 一 种 把 实数 信号 转换 为 复数 信号 的 方法 。 对 方程 式 (10. 3-1) 的 两 边 
分 别 进行 傅 里 叶 变换 得 


























SC) =U) +iV(P) (10. 3-2) 
当 T( = -j sg (fU) IT, f 
U(f) f=0 
S(f)=42U(f) f>0 (10. 3-3) 
0 f<0 
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所 以 ， 解 析 信 和 号 为 




















<< 2| UD er™df (10. 3-4) 
解析 信号 可 以 进一步 写 为 
s(t) =1s(t) le (10. 3-5) 
其 中 
Is(t) 1? =u (t) +v (t) (10. 3-6) 
(1) = arctan tt (10. 3-7) 
解析 信号 常 被 用 于 罕 带 波形 ， 比 如 中 央 频 率 为 上 的 准 单 色 波 场 ， 故 b(t) 可 以 表示 为 
b(t) =27f.t + q(t) (10. 3-8) 
方程 式 (10.3-5) 可 以 表示 为 
s(t) =u(t) er (10. 3-9) 
其 中 
w(t) =1s(t) le (10. 3-10) 
WH, wt) 为 复 包 络 ， 在 光学 中 ， 它 也 被 称 为 相 量 幅 值 (plasor amplitude) 。 
例 10.4 Rj u(t) =cos(2nfi+o(f)) 对 应 的 解析 信号 。 
解 : 在 例 10. 1 中 ， 得 到 
v(t) =sin(27f + 9(7)) (10. 3-11) 
所 以 
s(t) =cos(2mfi) +j sin(27/t) = ein (10. 3-12) 





10.5 求解 析 信 号 的 能 量 。 
解 : 解析 信号 的 能 量 > 


[sw de = fw (ede + [ Od =2 E 1 UY) af 











(10. 3-13) 
可 以 发 现 ， 相 应 实 信号 的 解析 信和 号 拥有 双 倍 的 能 量 。 
10.6 低 通 信号 u(t) 的 振幅 谱 如 图 10.1 所 示 。 用 cos(2aft) P 


调制 产生 g(t) =ult)cos(2Tft) o A 

(a) R g(t) 的 振幅 谱 并 画图 ; 

(b) IHA u(t) 产生 的 解析 信号 的 振幅 谱 ; 

(c) Rpa) =u(t)cos(2aft) -v(1)sin(2mfi) 的 振幅 谱 ， 并 
画图 。 到 10. 1 低 通 信号 的 频谱 
解 : (a) g(t) 可 以 表示 为 





fa max Ja max f 


























z(t) = HED oa + e-em (10. 3-14) 





g(t) 的 傅 里 叶 变 换 为 
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(10. 3-15) 


CH = SUS -h) +5 US Hh) 


则 振幅 频谱 为 
IG) | =F 1UF-f) +UA) (10. 3-16) 


IG(f) | 如 图 10.2 所 示 。 
IGA 
aa 下 边 带 ha 上 边 带 





Jo-Jfmax to Sothnax S 


Somax fo Jotfmax 
到 10.2 1G(/) 1 的 振幅 频谱 














FE fo <Sfo + frat (—fo fina) SPS -范围 内 的 频率 组 分 就 是 大 家 非常 熟知 的 上 边 
W, 在 -<f<( -有 +f) 和 有 -ff 范围 内 的 频率 组 分 即 为 下 边 带 。 























(b) Hult) 产生 的 解析 信号 为 
s(t) =u(t) +jv(t) (10. 3-17) 
它 的 傅 里 叶 变换 为 
SA) =U(f) +IVA) 
=U(f)[1 +jH(f) ] (10. 3-18) 
2U(f) f20 
“lo f<0 
s(t) 的 振幅 频谱 如 图 10. 3 所 示 。 Be) 
(c) p(t) =u(t)cos(2mfjt) —v(t)sin(2mfye) 可 写 为 24 
p(t) =Re[ (u(t) +jo(t) )e?™] 
f Í 





=Re[s(t)e?™ ] (10. 3-19) 


=F [s(t) em +s” (t)e Pv] 


p(t) 的 傅 里 叶 变 换 为 


图 10.3 解析 信号 s(1) 的 振幅 频谱 

















PU) =35(f -1) +8" (=F -fo) 
US-h) fi SPSSo + fan 
40 (S-A) -ho “Fon SSS -h 
0 其 他 


(10. 3-20) 


p(t) 的 振幅 频谱 如 图 10. 4 所 示 。 IP) 

HT p(t) REB u(t) 上 边 带 ， 故 它 即 为 大 家 4 
熟知 的 单 边 带 信 和 号。 如果 它 被 w(t) cos(2mft) +v(1) 
sin(27ft) 代替 ， 则 它 就 只 含有 下 边 带 ， 用 这 种 方 
法 ， 在 信道 上 传播 信号 所 需 的 频带 宽度 可 以 减 半 。 


Jo hth max 


/ofmax fo 
到 10.4 单 边 带 信号 p(t) 的 振幅 频谱 
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10.4 非 单 色 波 场 的 解析 信号 表示 





Flu(r,t) 代表 一 个 非 单 色 波 场 的 实 部 。 正 如 在 2.7 WPM, u(r et) AVI 
示 为 
ie < 2f UC, feos(2nft Fa (10. 4-1) 
RP, U, A) 和 (J) 分 别 是 u(r,t) 关于 1 的 振幅 谱 和 相位 谱 。 
u(r,t) 相应 的 解析 信号 为 
u (r,t) =u(r,t) +jv(r,t) (10. 4-2) 
RP, v(r,t) 是 u(r,t) 的 希 尔 伯 特 变换 。 
由 例 10. 1 可 知 ，cos(2mp +o) 的 希 尔 伯 特 变 换 等 于 sn(2mAp +$(f))， 故 v(r,t) 
可 表示 为 





were 2| U(r, Jsin(2m + d(f)) df (10. 4-3) 
所 以 ， 解 析 信 号 w(r,t) 为 
u(r) =2[ U(r, em df (10. 4-4) 




















注意 , U(r, f) = SUC, fO ulr,t) 关于 + 的 傅 里 叶 变 换 。 方 程式 (10. 4-4) 表明 解 
析 信 和 号 是 通过 对 原始 信号 只 在 正 频 率 上 积分 得 到 的 。wu(r,t) 也 可 以 表示 为 
[s(r,t) +s” (r,t) | (10. 4-5 ) 


u(r,t) =a 


ERINE P, RT ra a A ZI PRE, 





10.5 准 单 色 波 、 相 干 和 非 相干 波 





当 一 个 波 场 的 时 间 频 率 范围 Af 满足 下 列 条 件 : 
a (10. 5-1) 
时 ， 称 该 波 场 为 准 单 色 波 场 。 式 中 , /为 波 场 的 平均 时 域 频 率 。 
在 这 种 情况 下 ,u(r,t) 可 以 表示 为 
u,(r,t) =U, (r,t) (10. 5-2) 
式 中 ,Ui (7,t) 是 解析 信号 的 复 包 络 。 

单 色 波 场 是 完全 相干 的 ， 波 场 相 干 的 问题 非常 广泛 ， 如 可 参阅 参考 文献 [ Born and 
Worf, 1969] 和 [Marathay] 。 相 干 波 场 的 特征 就 是 当 相 干 波 场 的 不 同 部 分 在 同一 点 上 相 加 
时 ， 它 能 在 一 个 平均 时 间 基 础 上 产生 干涉 加 强 和 干涉 减弱 。 

通常 讨论 相干 波 的 空间 相干 性 和 时 间 相 干 性 , 令 波 场 的 解析 信号 为 w(7,it)， 当 wi(n， 
t) 与 w(r,,t) 通过 一 个 复 常 数 因子 在 r, Ar, 各 点 上 关联 ， 且 与 时 间 无 关 时 ， 则 称 这 样 的 
波 场 为 空间 相干 的 。 在 下 文中 ， 空 间 相 干 波 都 简称 为 相干 波 。 
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WÈ uy (ryt) Al uy (r,t) 之 间 的 关系 仅仅 取决 于 时 间 差 吕 -与 ， 则 称 该 波 场 为 时 间 相 
干 波 。 
10.6 一般 成 像 系统 中 的 衍射 效应 

在 9.4 节 中 ,讨论 了 用 单 透 镜 作为 二 维 线性 滤波 器 的 成 像 。 可 以 将 已 获得 的 结果 推广 到 


更 加 普通 的 成 像 系统 ， 也 可 以 是 空间 相干 或 空间 不 相干 照明 的 准 单 色光 源 的 成 像 系统 。 
一 个 普通 的 成 像 系 统 由 许多 透镜 组 成 ， 这 样 eee 


的 成 像 系统 能 够 用 系统 的 出 瞳 和 入 瞳 来 表征 ， 实 V Ax 
际 上 ee 至 的 像 [Goodman], 4 


















































图 10.5 所 示 。 衍 射 效应 可 以 通过 出 瞳 函 数 以 及 出 i 
瞳 处 和 像 平面 之 间 的 距离 表示 。 物 平面 o er ts 
当 一 发 散 的 球面 波 入 射 到 入 瞳 处 后 ， 在 出 瞳 图 10.5 光学 成 像 系 统 模 型 


处 形成 会 聚 的 球面 波 ， 则 称 这 样 的 光学 系统 为 衍 
射 受 限 系 统 。 在 真实 成 像 系统 中 ， 这 一 性 质 最 好 地 体现 在 物 平 面 和 像 平 面 中 的 有 限 的 局 部 区 
域内 。 像 差 是 改变 球面 波 性 质 的 畸变 ， 将 在 10. 10 节 讨 论 。 

在 带 有 许多 透镜 的 成 像 系 统 中 ， 如 果 采 用 PC? ,. ) 表示 系统 的 有 限 等 效 出 瞳 郧 数 ， 并 
采用 系统 的 等 效 焦距 以 及 出 瞳 处 到 像 平 面 的 距离 ， 且 系统 为 衍射 受 限 系统 ， 则 方程 式 
(9.4-17) 和 方程 式 (9.4-18) 仍然 是 有 效 的 【Goodman ] 。 

定义 方程 式 (9.4-17) 中 的 理想 像 为 

De =u(-#,-2) (10. 6-1) 
式 中 ，V(x,y) 为 原始 像 ( 波 场 ) 。 
方程 式 (9. 4-16) 可 重新 写 为 
Ulano) = | | hlao x19 - y) U, (y) dxdy (10. 6-2) 
式 中 
hasy) = | [Pls sy)e RO dedy (10. 6-3) 
10.7 准 单 色 波 场 成 像 
在 实际 成 像 系 统 中 ， 准 单 色 波 场 成 像 条 件 通常 是 满足 的 ， 例 如 ， 在 普通 照片 中 ， 胶 片 对 


电磁 波谱 上 的 可 见 光 很 敏感 。 所 以 ， 解 析 信 和 号 的 复 包 络 满足 之 前 得 到 的 成 像 方程 ， 故 方程 式 
(10.6-2) 可 写 为 





U, (%9 ,yoydo st) =h(% 90) * Uc(xo,Yo,t =T) 
= hm -sm = y)Ucla,y,t — 7) drdy 
式 中 ,h(x。o,yo) 由 方程 式 (10.6-3) 用 和 代替 入 后 给 出 ; U6(wo,yo,t) 是 几何 光学 理想 像 
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uf -2e -2 « EARS r EE EAE, 
振幅 传递 函数 HS S) 是 h(x,y) 的 傅 里 叶 变换 




















Hf., fy) =P(Aàdof,,àdof,) (10. 7-2) 
探测 系统 对 波 场 的 强度 敏感 ， 它 可 以 表示 为 
T(xo ,yo ydo ) = (1U, (x0,Yo,do,t) 17) (10. 7-3 ) 


AF, < @ > 表示 一 个 无 限时 间 均 值 。 
利用 方程 式 (10.7-1) ，7(xo ,yo,do) 可 写 为 
T(xo,yo,do) = IRE 一 0 -p [fm 一 % ,yo 一 y')Ie(x,y;x' ,y')dx'dy’ |dxdy 
(10. 7-4) 
其 中 
I(x, y;x',y") = (U,(%,7,¢-7,) Ug (x',y',t-T,)} (10. 7-5) 
stl, 1, 为 互 强度 (mutual intensity) 。 
在 方程 式 (10.7-5) P, 7, 和 7, 近似 相等 ， 因 为 脉冲 响应 有 被 限制 在 图 像 点 周围 很 小 
的 区 域内 ， 故 可 忽略 不 计 。 
10.7.1 FERR 


对 完全 相干 波 场 ， 可 写 为 





U,(«,y,t) = Uc(%,y) U,(0,0,¢) (10.7-6) 
RP, Up (x,y) 为 与 原点 处 波 场 有 关 的 Us。(%,y,t) 的 相 量 幅 值 。 写 为 
(Ue(x,yt) U(x,y,t)) =KUG(x,y) UG (*’,y') (10. 7-7) 
其 中 ， 常 数 K 为 
K=(1U,(0,0,t) I’) (10. 7-8) 
忽略 天， 强度 可 写 为 
1(xo,yodo) = 1U, (x0,y0) 1? (10. 7-9) 


式 中 
U, (2% 540) = AC Yo) * Ue(x0s90) = | hxo -2,79 - y) Ue (x,y) dxdy 


(10. 7-10) 
因此 ， 相 干 成 像 系 统 与 一 个 和 原点 处 波 场 相关 的 解析 信号 的 复 振 幅 成 线性 关系 。 








例 10.7 衍射 受 限 相干 成 像 系统 的 贺 形 有 效 的 半径 为 R， 假 设 像 到 系统 的 距离 为 d, RZ 
系统 的 截止 频率 。 
解 :该 情况 下 的 函数 为 
CE 
R 


P(x,y) = circ 
振幅 传递 函数 为 





HCF., f,) =P(AduF Adif) -ea LATA 
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因此 ， 截 止 频 率 为 





10.7.2 SEF RR 
当 波 场 Us(x,y,i) 为 完全 非 相 和 干 时 ， 该 波 场 为 空间 无 关 的 (此 时 相当 于 白 噪 声 ) 。 所 
以 ， 时 间 平 均 可 写 为 
(Ug(%,y,t) Ug x’, ,t)) =KIg(x,y) d(x -2' ,yy =y") (10. 7-11) 
式 中 ， Te(x,y) =《1Uc(x,y,t) Pr 
忽略 天， 方程 式 (10.7-4) 变 为 
I(xo ,Yo,do) = 三 | h(xo — x,Yo -y) 121,.(x,y) dxdy (10.7-12) 
因此 ， 当 波 场 为 非 相干 时 ， 成 像 系统 与 强度 成 线性 关系 。 通 过 脉冲 响应 函数 1h(x,y) 1? 滤波 
得 到 理想 成 像 强度 。 


10.8 衍射 受 限 成 像 系统 的 频率 响应 





在 前 面 音 节 中 ， 若 相干 和 非 相 干 成 像 系统 的 输入 是 理想 像 的 
振幅 或 强度 ， 输 出 为 实 像 ， 且 该 输出 为 输入 和 系统 脉冲 响应 函数 ”型 想像 一 线性 系统 | eR 
的 卷 积 ， 则 认为 该 成 像 系统 为 线性 系统 ， 如 图 10.6 所 示 。 在 这 节 110.6 相干 和 非 相 干线 
中 ， 我 们 进一步 详细 地 研究 相干 和 非 相 干 成 像 系统 的 特性 。 性 成 像 系 统 示意 图 


10.8.1 相干 成 像 系统 


相干 成 像 系 统 与 振幅 成 线性 映射 。 令 输出 图 像 U 和 理想 图 像 U 的 二 维 侍 里 叶 变 换 分 别 
为 Vi 和 V,。 通 过 卷 积 定理 有 












































Vid fed) =A Sys L Vee ede) (10. 8-1) 
式 中 , H f) 是 脉冲 响应 的 二 维 傅 里 叶 变 换 。 
Hf, f,) = hssy) em dedy = Pdf, Adif,) (10.8-2) 


式 中 ，H(/.，/,) 即 为 相干 传递 函数 。 
可 以 看 出 ， 相 干 成 像 系统 等 价 于 一 个 理想 的 低 通 滤波 器 ， 在 瞳孔 函数 “1” 区 内 的 所 有 
频率 都 能 通过 ， 而 截 掉 该 区 外 的 所 有 频率 。 


10.8.2 非 相 干 成 像 系统 


非 相 王 成 像 系统 与 强度 是 线性 关系 ， 像 的 视觉 效果 很 大 程度 上 取决 于 图 像 细节 信息 与 背景 
之 间 相 对 强度 的 对 比 。 输 出 像 和 输入 理想 像 可 通过 相对 于 像 总 能 量 的 归 一 化 来 反映 这 一 特性 。 


了 d 
I'(%9 5% +4) = Cae o) (10. 8-3) 


三 I( xo ,yo ,do ) dxodyo 
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To(%,y) 
| Cardy 


S T(x, Yodo) 和 下 (xy) 的 二 维 傅 里 叶 变 换 分 别 为 J(f.,f,) MS f,)。 通 过 卷 积 定 
理 ， 方 程式 (10.7-12) 可 写 为 
I ide) =Hi(f,, FA ek, S) (10. 8-4) 





Te(x,y) = 





其 中 
J | h(x,y) | eT dydy 


| cr,y) 12drdy 
RP, Hf, f,) 为 光学 传递 函数 (OTF), 

定义 调制 传递 函数 (MTF) 为 IH,(f.,f,)1。 

UAE, Hf, f) 是 Ih(x,y)1 侍 里 叶 变 换 的 归 一 化 ， 即 为 一 个 非 负 函数 。 通 过 在 
2.5 节 中 讨论 的 伟 里 叶 变 换 的 性 质 15 和 帕 塞 瓦尔 定理 ， 可 知 Hf, S) SEH, f) 自 相关 
的 归 一 化 。 





Af. f,) = (10. 8-5) 
































[CHG SOW GAPE +f) id, 


Hi(f., f,) = — EE 
| HE, £) Petar, 





OTF 最 重要 的 性 质 如 下 : 

A. H,(0,0) =1 

B. H,( =f =f,) =H(f., fp) 

C. 1H, (f,, f,) | <H,(0,0) 

最 后 一 条 性 质 是 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 的 结果 ， 对 于 任意 两 个 复 值 阴 数 和 g 

a) < Tria iera (10. 8-7) 

当 且 仅 当 g = 天 广 时 上 式 取 等 号 ， 其 中 天 为 复 常 数 。 

SSA g DIEF ACL, fA MHG AF, ff), 利用 方程 式 (10. 8-7) 得 出 上 面 性 质 C。 

方程 式 (10. 8-2) 给 出 了 相干 传递 函数 ACS, 方 ) ， 在 方程 式 〈10.8-7) 中 运用 这 个 结 
果 可 得 




















全 Pa Ad sf) PAGG, +f’) Ad (f, +f')) ddf, 








Af. f,) = = (10. 8-8) 
| Pads Adf) Papas 
利用 变量 蔡 换 ， 方 程式 (10. 8-8) 可 写 为 
[er ,pt EP NE, Ed, 
Hi(f.,f,) = (10. 8-9) 





全 Pgs ads afd 
上 面 式 子 分 子 中 的 两 个 瞳孔 函数 通过 (Ad, lfl Ady If,1) 相互 代替 ， 其 积分 等 于 两 个 瞳孔 函 
BEARER, PU, HS) 可 以 写 为 
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重 琶 部 分 面积 
Hi(f., f,) -EMAER (10. 8-10) 
式 (10. 8-10) 通过 变 尺度 瞳孔 函数 计算 面积 ，OTF 一 直 为 非 负 实 函数 。 
注意 ， 非 相干 脉冲 响应 函数 1h(x,y) 1 与 稳 态 2-D 随机 场 的 功率 谱 相 似 ， 同 理 可 得 ， 
Hi(f.，, f/f) 与 稳 态 2-D 随机 场 的 自 相关 函数 相似 [Besag, 1974]. 








例 10.8 (a) 确定 一 个 出 瞳 宽 度 是 2W 的 正方 形 衍射 受 限 光 学 系统 的 OTF (光学 传递 函 
BO); (b) 确定 该 系统 的 截止 频率 人。 
解 : (a) 瞳孔 函数 的 面积 为 4 天 ， 重 冯 部 分 的 面积 如 图 10.7 
所 示 。 

从 图 10.7 中 计算 重 每 部 分 的 面积 如 下 : 


























If, | <2W/Ad, 
(2W - Ad, |f,1) (2W-Ad,If,1) 
A(f., f,) = l If, | <2W/Ad, 
0 其 他 Zaf 
FAS A E AT OTE R: 图 10.7 正方 形 光 和 孔 的 OTF 
H, fe) svifi) (10. 8-11) EP AY He) Ti AN 


UP, wi eS Aen; /为 相干 照明 的 截止 频率 ， 其 等 于 WAd o 
(b) 很 明显 ， REHE f, 为 


























f, =2f° 
例 10.9 出 瞳 函 数 由 两 个 正方 形 组 成 ， 如 图 10.8 tas, Ok: 
(a) 相干 传递 函数 ; A 
(b) 相干 截止 频率 ， | 
(co) 振幅 脉冲 响应 ; 3 























(d) 光学 传递 函数 。 
解 : (a) 相干 传递 函数 与 变 尺 度 瞳 孔 函 数 相 同 。 瞳 孔 函 数 可 图 10.8 例 10.9 中 的 孔径 函数 


写 为 
B x-2s y x+2s y 
P(x,y) = reet{ 去 ， 3) + reet{* 3° : x 
A(f,, f,) 由 下 式 给 出 


HCF., fy) =P(Adgf, ,Adof, ) 
Es +2s Mh) = Mh) 
= rect — | + rect i 




















2s ” 2s 2s ” 2s 
(b) 两 个 方向 的 截止 频率 分 量 为 


S 


3s 
fa =d be “Fa. 
(c) Die Wi Wik wh Eh (x,y) Æ ACS, f,) WARE, Sa = Adus， 则 
h(x,y) 为 
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ny) = 人 HE, fe afar, 


[2f cos(2afæ)af.][2f cos(2nfy)df, | 
_ 1 sin(6msx) sin(67sy) 
= 点 st i 
(d) H, f,) 下 的 总 面积 4 SH 8s’, OTF 如 下 : 
| BE, POM E- F Ff dd, 
HE) = - 


上 式 积分 为 非 简单 计算 ， 最 好 通过 计算 机 求解 。 














10.9 光学 传递 函数 的 计算 机 计算 








计算 离散 OTF 的 最 简单 方法 就 是 运用 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) , BOK (x,y). HCL, f,) 
AALS. f,) 都 是 离散 的 ， 离 散 坐标 可 写 为 


x =Axn, (10. 9-1) 
y = Ayn, (10. 9-2) 
St. =Afk, (10. 9-3) 
f= Af, k, (10. 9-4) 


WI A( Axn, Ayn), HC Af, Afk) LH, (Af, Af ks) SPH h(n, ny), Hk, ky) 和 
Hi(h,k,)。 假 设 涉 及 的 矩阵 大 小 为 N, . NY, A 必须 满足 下 列 条 件 . 


AxAF -六 (10. 9-5) 
1 
AyAf, =N, (10. 9-6) 
FRAR h(n,, n) 
1,, 
h(ni,n,) = Rh (ni,n,) (10.9-7) 
其 中 
PO.) ss > oH why et Ci (10. 9-8) 
Ny 
ky = 5 hg = 
和 
K = AxAyN,N, (10. 9-9) 


H(k,,k,) 等 于 P( -Ad Afk, -Ad Afk), AS FEM ETEFL PAA, Ye PEE 4 AY N, 和 
Ny, PAM, 一定 要 完全 覆盖 瞳孔 函数 的 非 零 部 分 。 为 了 最 小 化 FFT 带 来 的 周期 性 效应 ，N， 
和 N, 也 应 该 至 少 是 描述 瞳孔 函数 非 零 部 分 的 最 小 值 的 两 倍 大 。 

只 要 选择 了 适当 的 NW M N, Hk, k) 就 如 同 在 4.4 节 中 讨论 的 一 样 ，k, A k, 分 别 满 
JL0<k, SN, 0<k,<N,. 
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H,(k, ky) 近似 为 


aS: 5 lh'(n,,n) l’e “Pa (5 Tae) 











H,(k,,k,) = Soe (10. 9-10) 
kÀ | MCh ska) 1? 
或 者 
N N, 5 > We (m ma) | a 
H,(k,,k,) = IN (10. 9-11) 
È | Hh ska) 1? 














R (10.911) ATÆIM (m 元) 的 2.D REREHER (DFT) ， 由 于 内 在 的 周期 性 ， 在 
计算 时 实际 上 已 把 A, (k k) 变换 为 正 频率 。 但 为 了 包括 负 频 率 ， 最 后 还 应 该 把 它 再 次 变 
换 回来 。 

AZ, H(k,,k,) 是 通过 瞳孔 函数 来 确定 的 。 根 据 方程 式 (10.9-8), XF H(k,k,) X 
DFT HR] A’ (n,n) 0 FALACK, A) 天 下 的 面积 对 1 大 (mm 到) 于 归 一 化 ,然后 对 其 进行 
DFT 可 得 到 H, (kik) o 

要 注意 ， 为 了 运用 方程 式 (10.9-8) 计算 (n,m) ERRANEZ, Af, 和 Af, 应 该 要 
选择 得 足够 小 ， 只 要 选择 了 AP, 和 Af,， 就 可 根据 上 面 讨论 的 瞳孔 函数 来 确定 N AN, 。 

实际 考虑 

在 研究 OTF 和 MTF F, AKRA 四 的 值 为 1， 并 且 , ARCS, f) 简写 为 P(A， 
乒 ) ， 经 常 省 掉 了 瞳孔 函数 中 的 负 号 ， 也 省 略 了 基于 瞳孔 函数 面积 的 归 一 化 。 

另 一 种 得 出 OTF 的 方法 就 是 对 瞳孔 函数 和 它 本 身 进 行 自 相关 运算 。 


























10.10 EF 


衍射 受 限 系统 意味 着 出 瞳 处 我 们 所 关心 的 波 场 是 完美 的 ， 唯 一 的 缺点 就 是 有 限 的 孔径 尺 
才 。 该 波 场 是 典型 的 球面 波 。 像 差 是 出 瞳 处 的 实际 波 前 和 它 的 理想 形状 之 间 的 偏差 ， 这 些 都 
是 典型 的 相位 误差 。 

为 了 在 出 瞳 瞳 孔 函 数 中 包含 像 差 ， 出 瞳 瞳 孔 函 数 可 变 为 

P (x,y) =P(«,y) ae” (10. 10-1) 

式 中 ，P(x,y) Ae ACR AEA HABER TL PR, by (x,y) 是 由 于 像 差 而 产生 的 相位 误差 。 

“A Pixy) 替代 P(x,y) 后 ， 前 几 节 相干 和 非 相 干 成 像 理论 仍然 适用 。 例 如 ， 振 幅 
传递 函数 变 为 





H(f,, f,) =Py( -Adgf,, -Adof,) (10. 10-2) 
= P( -Ad,f., —Adof,) "°" - Adofy, — Adofy) 
类 似 地 ， 光 学 传递 函数 可 简写 为 
LAE Afos Fy) 


人 PAAS Ad) PAA, 





(10. 10-3) 
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AG 6) = J" P “hs “pi 区 aah, pr- rah y Wf, 


其 中 





(10. 10-4) 
FATTER EI, API AOE ETL ps EARRA, 广 ) ， 在 这 个 区 
域 中 一 般 的 瞳孔 函数 都 等 于 1， 通 过 重合 区 域 上 的 积分 ， 则 4(f., S 可 写 为 





AGE f.) = far rai, (10. 10-5) 

其 中 
P, = eta (+P +24) (10. 10-6) 
P, =e ale g) (10. 10-7) 





例 10. 10 证 明 像 差 不 会 增 大 调制 传递 阴 数 MTF 。 
解 : MTF 是 OTF 的 系数 (HE), AGATE DL AAG 


lAo f) < Trew | P, KUUA ff (Pye de (10. 10-8) 
ERS, FERKA 

















IP l? =1P,0? =1 (10. 10-9) 
But, IAA, f) SEAH, AA 
IHF f) Saag LD (10. 10-10) 
RP, H., Sf) 是 无 像 差 的 光学 传递 函数 。 





相位 函数 g(x,y) 常 写 为 极 坐标 的 形式 $, (r,9) 。 赛 德尔 像 差 (Seidel aberration) 是 
$,(7,0) 关于 7 的 多 项 式 表 示 ， 例 如 
$i(r,0) =ayr* +a, r° cos + ayr +ayr cos’ + a,,rcosO (10. 10-11) 
在 这 个 函数 中 可 以 增加 高 阶 的 项 。 方 程式 (10. 10-11) 右边 各 项 的 含义 : 
apr: ERE 
aar cos0: #32 
ayr: 像 散 
awr cos 6; 场 曲 


aircosg: 畸变 
10.10.1 泽 尔 尼克 (Zernike) 多 项 式 


当 交 学 系统 的 出 瞳 为 一 个 圆 时 ， 在 光学 系统 中 表现 出 的 像 差 可 以 用 泽 尔 尼克 多 项 式 表 

示 ,， 它 们 在 单位 圆 内 是 规范 正 交 的 [Kim and Shannon，1987]。 在 处 理 时 ， 相 位 函数 

g(x*,y) 是 用 泽 尔 尼克 多 项 式 z,(p,0) 的 展开 形式 来 表示 的 ， 其 中 ，p 为 单位 圆 内 的 径 向 坐 
标 ; 0 为 极 角 。 
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表 10. 1 2h 1<k<37 的 泽 尔 尼克 多 项 式 。 注 意 ， 每 个 多 项 式 的 形式 都 为 








z,(p,0) =R; (p) cosmé 


AF, n 和 m 都 为 非 负 整数 ，R”"(p) 是 n 次 多 项 式 ， 且 p WHARF m, 
表 10.1 泽 尔 尼克 多 项 式 


(10. 10-12) 





序 号 多 项 式 
1 1 
2 2p cos( 0) 
3 2p sin(@) 
3 (2p? -1) 
4 3 (2p7 -1) 
5 6p cos (20) 
6 6p" sin( 20) 
7 V8 (3p? -2)p cos (0) 
8 18 (3p -2)p sin( 0) 
9 V5 (6p' -60 +1) 
10 JBP cos (30) 
11 V8p’ sin( 30) 
12 V10(4p2 -3)pzcos (20) 
13 /10(4p” -3)p’sin(20) 
14 /12(10p* -12p? +3)p cos (0) 
15 V12(10p -12p? +3)p sin( 0) 
16 V7(20p® -30p + 12p? -1) 
17 V10p4cos (40) 
18 V10p'sin(40) 
19 /12(5p” -4)p cos (30) 
20 I2 (5P -4)p3sin(30) 
21 /14(15p* -20p? +6)p°cos (20) 
22 /14(15p* -20p? +6)p°sin(20) 
23 4(35p° —60p* +30p? -4)p cos (0) 
24 4(35p° -60p* +30p? -4)p sin(@) 
25 3(70p8 -~ 140° +90p* —20p? +1) 
26 /12p°cos(50) 
27 V/12p° sin(50) 
28 V/14 (6p? —5)p*cos(46) 
29 /14(6p" —5)p*sin(40) 
30 4(21p* -30p° + 10)p>cos(30) 
31 4(21p* -30p2 +10)p°sin(30) 
32 /18(56p° ~ 105p* +60p? — 10) p? cos( 20) 
33 V18(56p6 — 105p* +60p2 — 10) p?sin( 28) 
34 /20(126p* -280p5 +210p* - 60p” +5) pcos( 0) 
35 /20(126p* —280p° +210p* — 60p” +5) psin( 0) 
36 V11(252p' -630p8 +560p° -210p4 + 30p” - 1) 
37 


3 J13 (924p? —2772p"° +3150p* - 1680p° +420p* -42p2 +1) 
p p p 








男 外 ， 当 m 为 奇数 时 ，R”(p) 为 奇 函数 ， 当 m 为 偶数 时 ，R”(p) EIBZ (x,y) = 


ga(p,0) 的 表示 可 写 为 
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pai Ana DÈ ARo) +È È AnR(p)cosmð (10.1013) 
可 通过 有 限 值 和 m 的 最 小 二 ee ea. ， 相 应 地 ， 由 (p，0) 也 可 以 写 为 
,(p,0) = Y mato, 0) (10. 10-14) 


式 中 ,KK 是 一 个 整数 ， 如 37。 
系数 w, 可 通过 最 小 二 乘法 求 得 。 da goed 关于 它 前 面 的 每 一 项 的 
归 一 化 ， 所 以 ， 每 一 项 都 独立 地 影响 方 均 像 差 ， 这 意味 着 像 差 的 方 均 根 误差 $4, 可 写 为 


bı = [ È wi F (10. 10-15) 


注意 ， 当 出 瞳 为 圆 时 ， 像 差 的 泽 尔 尼克 表示 是 有 效 的 ， 和 否则 ， 泽 尔 尼克 多 项 式 不 是 正 交 
的 。 在 一 些 情 况 下 ， 如 由 于 大 气 对 相位 的 扰乱 ， 有 限 项 的 泽 尔 尼克 多 项 式 不 容易 给 出 令 人 满 
意 的 像 差 表示 。 
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第 11 音 基于 波 调制 的 光学 硕 件 


11.1 本 章 引 论 





应 用 波 调制 算法 ， 光 小 的 记录 和 生成 可 以 通过 许多 技术 实现 。 最 早 得 到 广泛 应 用 的 是 照 
相 胶 片 。 最 近 ， 空 间 光 调制 需 能 够 应 用 光电 信号 实时 合成 或 控制 波 前 。 

男 一 个 方法 是 应 用 固体 和 类 似 的 技术 来 制作 衍射 光学 元 件 ， 这 些 元 件 是 通过 衍射 而 非 折 
射 来 控制 光 。 还 有 令 人 振奋 的 发 展 是 在 一 个 设备 中 同时 结合 了 折射 和 衍射 光学 元 件 ， 从 而 获 
得 许多 新 的 性 质 ， 例 如 ， 可 以 减 小 误差 。 

本 草包 含 7 个 小 节 。 照 相 胶片 和 照相 干 板 是 最 为 人 熟知 的 记录 器 件 ，11.2 节 和 11.3 节 
介绍 了 这 些 设备 的 性 质 ， 特 别 是 相干 记录 方面 。11.4 节 介 绍 了 这 些 媒质 的 调制 传递 函数 的 
物理 机 制 。 应 用 照相 胶片 和 照相 干 板 进 行 相 位 调制 时 ， 漂 白 是 最 重要 的 技术 手段 ，11. 5 节 
介绍 了 漂白 的 相关 内 容 。 

衍射 光学 右 件 的 应 用 将 在 第 15 和 16 章 详 细 探讨 ， 这 往往 需要 应 用 到 其 他 一 些 技术 ， 特 
别 是 超大 规模 集成 电路 和 集成 光学 技术 ，11. .6 节 介 绍 了 这 些 设备 的 基础 知识 。 电 子 束 曝光 
和 反应 离子 刻 蚀 是 典型 的 应 用 技术 ， 这 将 在 11. 7 节 中 介绍 。 



































11.2 照相 胶片 和 干 板 





照相 底片 是 价格 非常 低廉 的 光学 器 件 ， 它 可 以 探测 光 辐 射 ， 保 存 图 像 和 控制 空间 光 
[ Goodman] 。 它 由 一 种 乳胶 组 成 ， 这 种 乳胶 含有 感光 的 睁 化 银 唱 粒 。 这 种 乳胶 夹 在 保护 层 和 
基底 层 之 间 ， 照 相 胶片 由 醋酸 酯 或 聚 酯 薄膜 组 成 ， 照 相干 板 的 基底 层 由 玻璃 组 成 。 黑 白 照 相 
胶片 中 ， 仅 有 一 层 银 盐 唱 粒 ; 而 彩色 照相 底片 中 至 少 有 三 层 这 样 的 银 盐 唱 粒 。 添 加 染料 后 的 
银 盐 晶 粒 能 够 使 晶体 对 不 同 的 色彩 敏感 。 

光 调 制 的 过 程 如 下 : 

(1) 如 果 亢 化 银 晶 粒 吸收 了 一 个 光子 ， 那 么 在 这 个 唱 粒 中 将 生成 一 个 电子 空 穴 对 。 

(2) 生成 的 电子 存在 于 导 带 中 ， 在 晶体 中 移动 时 ， 可 能 会 在 晶体 位 错 中 被 俘获 。 

(3) 一 个 俘获 的 电子 吸引 一 个 自由 运动 的 银 离子 ,这 将 产生 一 个 寿命 为 数秒 的 金属 银 
原子 。 

(4) 在 相同 的 位 置 可 能 生成 春 干 个 另外 的 银 原 子 。 这 个 反应 过 程 至 少 需要 4 个 由 银 原 
子 构 成 的 所 谓 的 银 斑点 。 

这 个 过 程 是 在 化 学 药 液 中 进行 的 。 显 影 剂 作用 于 银 斑点 ， 使 吸收 了 足够 光 能 量 的 区 域 的 
晶体 变 成 金属 银 。 而 那些 没有 变 成 金属 银 的 区 域 也 最 终 必 须 通过 定 影 过 程 将 其 去 除 。 定 影 则 
是 将 胶片 浸入 第 二 种 化 学 药 液 〈 定 影 剂 ) 中 。 

下 面 讨 论 一 些 与 照相 胶片 及 其 定义 相关 的 专业 术语 。 
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E(x,y) =1,(%,y)T (11.2-1) 
式 中 ,L(x,y) 表示 曝光 时 入 射 到 照相 底片 上 的 光 的 强度 ; 7 表示 曝光 时 间 ; E(x,y) 的 单 
位 是 mj/cm?。 
光 强 透 过 率 a(%,y) 


曝光 量 E(x,y) 


























a(x,y) = local average =| (11. 2-2) 
RP, (x,y) 表示 显影 定 影 后 的 透射 强度 ; T(x,y) 表示 和 人 射 强度 。 
感光 密度 
D = logo — CL 





单位 面积 银 的 数量 近似 与 感光 密度 DD 成 比例 ，D 即 为 以 10 为 底 的 显影 定 影 后 胶片 强度 
透 过 率 的 倒数 的 对 数 。 因 此 , 刀 定 义 为 胶片 的 复 振 幅 透 过 率 。 也 可 用 下 式 描述 : 
e=10~ (11. 2-4) 











ollie (H&D) 曲线 

述 照片 感光 密度 与 曝光 量 对 数 log 的 关 
Pe ree ern er eee 
时 ， 感 光 密度 基本 为 定 值 。 中 间 部 分 为 线性 区 域 ， 该 区 域 通 
常 被 应 用 于 照相 。 

m5 (Gamma) 值 

感光 乳胶 的 伽 马 〈y) 值 是 H&D 曲线 在 线性 区 域 的 斜 | 
率 。 伽 马 值 较 大 (通常 为 2 或 3) 的 胶片 ， 称 为 高 反差 胶 OV loge 
片 ， 伽 马 值 较 小 (1 或 更 小 ) 的 则 称 为 低 反差 胶片 。 负 片 的 
y 值 为 正 ， 而 正片 的 y 值 为 负 


11.3 胶片 的 透 光 率 











图 11.1 感光 乳胶 的 赫 特 尔 - 德 雷 
菲尔德 (H&D) 曲线 

















在 非 相 干 和 相干 光学 系统 中 ， 胶 片 通常 被 用 来 调节 透 光 率 。 如 何 达到 这 种 效果 ， 取 决 于 
相干 光 或 非 相 干 光 的 使 用 。 下 面 将 分 别 讨论 这 两 种 情况 。 


相干 光 
假设 胶片 工作 在 H&D 曲线 的 线性 区 域 ， 感光 密度 D 可 以 表示 为 
D=ylogn(E) ~ By =logn {+} (11.3-1) 
logo (a) = -ylogo (E) +D, (11. 3-2) 
由 于 五 等 于 上 LT， 可 以 得 到 
a =KI~’ (11. 3-3) 


AH, 有 =10%7 7， 是 正常 数 。 
式 (11.3-3) 表示 透 过 率 与 曝光 强度 之 间 的 关系 是 非 线 性 的 ， 而 且 透 过 率 会 随 着 y 的 增 
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加 而 减 小 。 





例 11.1 证 明 两 个 负片 串联 可 以 使 透 过 率 a 随 着 人 射 光 强 的 增强 而 变 大 。 
解 : 第 一 张 负片 的 发 光 强 度 透 过 率 为 
a, =K1,” 

RP, 1, 为 照射 光 的 光 强 。 

假设 第 一 张 负片 紧 贴 在 另 一 张 未 曝光 的 胶片 上 ， 用 发 光 强 度 为 的 非 相干 光照 射 。 第 
二 张 胶片 上 的 曝光 强度 为 a,1,， 它 的 光 强 透 过 率 为 

a, =K,(al,) = KR” 

RP, K=K,~?K,. 

可 见 ， 总 的 光 强 透 过 率 a, 与 曝光 光 强 成 正比 。 





在 相干 光学 系统 中 ， 相 位 调制 也 同样 重要 。 相 位 调制 是 通过 照相 底片 或 照相 干 板 的 厚度 
变化 来 实现 的 。 照 相 胶片 的 振幅 透 过 率 可 表示 为 
a (x,y) = Val, yJ? (11. 3-4) 
式 中 , $(x,y) 是 由 于 照相 底片 厚度 的 变化 而 引起 的 相位 起 伏 。 
相位 项 ex” 常常 是 不 希望 存在 的 ， 可 以 利用 液 门 


























折射 率 匹 配 液 
来 将 其 消除 ， 如 图 11.2 所 示 。 Fer 
液 门 包含 两 片 玻璃 ， 而 且 外 部 为 光学 平面 。 其 中 的 Te 
透明 物质 是 填充 于 两 片 玻璃 之 间 的 折射 率 匹配 液 (通常 
为 油 ) 。 经 过 适当 的 调节 ， 相 位 调制 将 被 去 除 ， 振 幅 透 i H 
过 率 可 表示 为 a 
re Pe 
#21, = At, A, 即 为 曝光 时 相干 光源 的 振幅 。 式 
(11.3-5) 可 表示 为 图 11.2 消除 厚度 变化 的 液 门 


a,(x,y) =K4 (11.3-6) 
基于 相干 光 ， 有 时 更 容易 得 到 振幅 透 过 率 a, 与 曝光 量 E 之 间 的 关系 曲线 ， 如 图 11. 3 所 示 。 
在 一 般 情况 下 ， 常 常 在 曝光 量 Eo 附近 使 用 照相 底 or 








片 。 在 线性 区 域内 ， 振 幅 透 过 率 a, 相对 于 曝光 量 之 间 a 
的 关系 可 表示 为 
a =A, +B(E-E,) =a, +B'(A4) (11.3-7) 0.5 
式 中 , B 为 曲线 的 斜率 ; AA? 为 曝光 时 振幅 二 次 方 的 
变化 。 o > 


B 和 对 于 负 (E) 片 分 别 为 负 CE). 
图 11.3 振幅 透 过 率 与 曝光 量 关 系 曲 线 


11.4 调制 传递 函数 

H&D MRAR T — 个 连续 的 非 线 性 函数 ， 和 人 射 到 乳胶 上 每 个 点 的 光 都 按照 该 非 线性 曲 
线 进行 变换 。 另 外 ， 还 有 其 他 的 一 些 因 素 会 限制 感光 乳胶 的 空间 频率 响应 。 
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两 个 主要 的 因素 分 别 是 曝光 时 的 光 散 射 和 显影 时 的 化 学 扩散 。 这 两 个 因素 都 可 以 看 作 是 
线性 模型 。 但 是 ， 光 散射 与 曝光 量 是 线性 关系 ， 化 学 扩散 与 密度 是 线性 关系 。 因 此 ， 整 个 感 
光 过 程 用 图 11. 4 所 示 模 型 表示 ， 该 模型 称 为 凯利 模型 。 为 了 简化 该 模型 ， 忽略 化 学 扩散 造 
成 的 线性 变化 。 图 11. 5 表示 简化 后 的 模型 。 




























































































Es) 线性 LES) nen h 线性 Led El 线性 Z ep =P 
图 11.4 感光 过 程 的 完整 的 凯利 模型 图 11.5 简化 的 凯利 感光 过 程 模型 
为 测量 照相 胶片 的 特性 ， 采 用 一 种 正弦 曝光 模式 ， 如 下 式 所 示 : 
E =E, +E,cos(27fx ) (11. 4-1) 
上 述 模 式 很 容易 采用 全 息 技术 把 两 束 相干 平面 波 在 感光 乳胶 上 进行 相干 曝光 来 实现 。 照 相 底 
片上 的 有 效 曝 光 可 以 用 下 式 表示 [Goodman] : Mp) 
E' =E, +M(f)cos(2nf) (11.4-2) 10 


RP, MAO 为 调制 传递 函数 (MTF)。 
调制 传递 函数 有 近似 的 圆 对 称 性 。 因 此 , 可 以 看 作 是 

径 向 频率 。 一 个 典型 的 MTF 曲线 如 图 11.6 所 示 。 不 同 的 感 

光 乳 胶 的 截止 频率 是 不 同 的 ， 如 粗糙 的 感光 乳胶 的 频率 只 

有 50 线 对 /mm， 而 精细 的 感光 乳胶 的 频率 可 以 达到 2000 0 


线 对 /mm。 图 11.6 调制 传递 函数 的 例子 

















Dv 





11.5 = 








正常 的 显影 过 程 会 生成 金属 银 ， 会 吸收 光 。 知 希望 调制 光 的 相位 ， 由 此 得 到 较 大 的 衍射 
效率 ， 则 可 以 通过 漂白 来 达到 这 个 目的 。 

漂白 过 程 蔚 换 了 乳胶 中 的 金属 银 ， 会 使 乳胶 的 厚度 变化 ， 或 者 使 乳胶 的 折射 率 改 变 。 胃 
化 漂白 可 以 改变 乳胶 的 厚度 ， 而 非 绝 化 漂白 可 以 改变 乳胶 的 折射 率 。 

轰 化 漂白 导致 照相 底片 表面 起 做 ， 如 图 11.7 所 示 。 这 种 表面 起 伏 与 光 密 度 的 空间 频率 
成 分 相关 ， 因 而 可 作为 带 通 滤波 器 。 换 言 之 ， 在 很 
低 或 很 高 频率 时 不 会 产生 表面 起 伏 。 对 于 15pm 厚 
的 乳胶 ， 在 频率 为 10 线 对 /nm 时 的 最 大 厚度 变化 。 轴 11 TREE 人 
约 为 1~2hm [Goodman], 

a eee eM crc eee mee create aie TAERA 
实现 的 相位 的 空间 调制 。 




































































11.6 衍射 光学 、 二 元 光学 和 数字 光学 





传统 的 光学 元 件 ， 如 透镜 、 平 面 镜 和 棱镜 ， 都 是 基于 光 的 折射 或 者 反射 原理 。 相 比 之 
下 ,衍射 光 学 元 件 (Diffractive Optical Elements，DOE ) ， 例 如 ， 相 位 浮雕 型 咒 件 ， 则 基于 光 
的 衍射 原理 。 衍 射 光 学 元 件 的 重要 优势 如 下 : 
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(1) 一 个 衍射 光学 元 件 可 有 多 种 功能 ， 例 如 ， 有 多 个 焦点 ， 相 当 于 在 一 个 元 件 上 有 多 
个 透镜 。 它 也 可 以 设计 成 在 多 波段 均 能 使 用 的 元 件 。 

(2) 衍射 光学 元 件 更 轻便 ， 相 比 于 折射 和 反射 光学 元 件 占据 更 小 的 体积 。 

(3) 大 量 制造 时 ， 将 会 更 廉价 。 

由 于 衍射 光学 元 件 基于 衍射 原理 ， 具 有 高 色散 性 ， 也 就 是 说 ， 其 性 质 与 波长 相关 。 因 此 
衍射 兴学 元 件 更 多 地 用 于 单 色 光 系 统 中 。 然 而 ， 其 色散 性 也 可 以 加 以 利用 。 例 如 ， 某 一 波长 
的 光 会 聚 于 一 点 ， 而 另 一 波长 的 光 会 聚 于 空间 中 的 另 一 点 。 另 外 ， 通 过 某 种 方式 ， 可 将 折射 
和 衍射 光学 元 件 结合 起 来 消除 波长 色散 ， 达 到 消除 球 差 的 目的 。 衍 射 光 学 的 主要 内 容 和 衍射 
光学 元 件 的 设计 将 在 第 15 和 16 章 中 详细 介绍 。 

衍射 兴学、 二 元 光学 和 数字 光学 通常 指 的 是 相同 的 调制 技术 和 实现 技术 。 对 于 不 同 应 用 
的 新 设备 ， 光 刻 技 术 和 微机 械 技 术 最 为 重要 ， 这 些 也 是 超大 规模 集成 电路 和 集成 光学 以 及 其 
他 纳米 /微米 应 用 中 的 关键 技术 。 另 一 方面 ， 激 光 打 印 可 以 用 于 低 分 辨 率 的 文本 设计 
[ Asakura, Nagashima, 1976], 

虽然 使 用 “二 元 ”一 词 ， 但 是 相位 的 量 
化 可 以 用 一 系列 的 量化 等 级 ， 如 2、4 或 8 -+ 
等 。 一 般 在 相位 量化 时 ， 通 过 调节 衍射 光学 
元 件 的 厚度 来 实现 相应 的 量化 等 级 。 常 用 2” 
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对 相位 进行 离散 ， 例 如 ， 考 虑 如 图 11.8 中 L TQ") 
的 闪光 光栅 ， 其 衍射 效率 为 100% ， 这 意味 
着 如 果 能 够 保证 连续 的 厚度 调制 并 生成 理想 图 11.8 闪光 光栅 相位 等 级 约 为 N=2” 


的 相位 轮廓 ， 那 么 全 部 光波 将 进入 第 一 级 衍 

射 。 在 二 元 光学 中 ， 相 位 以 N =2" 等 级 来 近似 ,例如 ， 当 M=2 时 ， 如 图 11.8 所 示 ， 相 位 

离散 为 4 个 等 级 。 制 造 此 类 元 件 的 电子 束 刻 蚀 和 反应 离子 刻 蚀 技术 将 于 下 部 分 介绍 。 
近年 来 ， 另 一 种 微机 械 技术 被 用 于 制造 衍射 光学 元 件 ， 即 采用 飞 秒 激 光 脉 冲 加 工 透明 材 

料 ， 如 硅 玻 璃 [ Watanebe et al. ，2002 ] 。 飞 秒 激光 脉冲 在 聚焦 区 域 的 强度 足够 高 ， 可 以 使 

聚焦 区 域 的 折射 率 发 生 改变 而 其 他 区 域 不 受 影响 。 这 种 现象 可 以 用 来 在 玻璃 上 制作 各 种 各 样 

的 衍射 和 光子 元 件 。 这 里 采用 了 飞 秒 激光 ， 可 以 比较 容易 地 引导 光束 聚焦 在 一 个 特定 区 域 。 


11.7 电子 束 刻 蚀 





刻 蚀 是 指 在 基底 上 打印 图 纹 的 一 类 技术 。 最 常见 的 应 用 是 在 半导体 基底 上 打印 集成 电 
路 。 先 进 的 刻 蚀 技术 包括 光 刻 蚀 、 电 子 束 刻 蚀 、 强 紫外 线 刻 蚀 、X 射线 刻 蚀 等 [ Bowden et 
al. , 1983 ] 。 

刻 蚀 包 括 两 个 基本 的 步骤。 第 一 步 是 生成 想 要 的 图 纹 。 第 二 步 是 把 该 图 纹 转移 到 基底 
上 。 衡 量 光 刻 蚀 质量 的 首要 方法 是 测量 其 分 辨 率 。 这 里 所 谓 分 辨 率 是 可 以 得 到 的 最 小 条 纹 的 
尺寸 。 分 辩 率 不 仅 由 刻 蚀 方法 决定 ， 也 与 阻碍 图 像 重 构 的 因素 相关 。 

电子 束 刻 蚀 是 定制 衍射 光学 元 件 的 高 分 辩 率 技术 ， 它 采用 小 尺寸 、 高 稳定 性 和 长 寿命 的 
高 强度 、 均 匀 电 子 源 。 电 子 束 刻 蚀 技术 的 主要 特点 是 : 中 分 辩 率 高 ; @ 可 以 使 用 多 种 不 同 的 
材料 和 图 纹 ; OMOEA; 由 比较 贵 。 结 合 反应 离子 刻 蚀 〈(Reactive Ion Etching, 
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RIE), ， 有 可 能 获得 更 加 精细 分 } 排 素 和 更 高 效率 的 制造 衍射 光学 元 件 的 方法 。 

例如 ， 考 虑 一 个 二 元 相位 衍射 光学 元 件 ， 其 由 二 维 小 孔 阵 列 构 成 ， 这 些小 孔径 可 以 看 作 
是 一 些 采 样 点 。 在 每 一 个 采样 点 ， 相 位 可 以 变化 0° 或 180°。 在 那些 相位 需要 变化 180° 的 点 ， 
基底 被 刻 蚀 到 相应 的 深度 。 采 用 电子 束 将 一 个 图 纹 曝 光 在 电子 束 敏感 的 材料 上 ， 来 指示 需要 
刻 蚀 的 位 置 ， 然 后 用 反应 离子 刻 蚀 来 加 工 到 相应 的 厚度 。 也 可 以 通过 化 学 方法 达到 此 目的 ， 
但 是 反应 离子 刻 蚀 是 高 精度 技术 ， 该 方法 可 以 推广 应 用 到 任意 的 2 进 量化 等 级 。 

一 个 典型 的 电子 束 刻 蚀 机 可 以 生成 班 点 大 小 约 10nm 的 电子 束 。 因 此 ， 对 于 线 宽 小 于 
0. 1pm 或 100nm 的 图 纹 都 可 以 用 其 曝光 。 对 于 二 元 相位 衍射 光学 元 件 ， 每 一 个 方 孔 的 尺度 
ACA lpm xlum， 采 用 这 样 尺 度 的 特征 ， 可 以 获得 尺寸 为 Imm x Imm 的 图 纹 ， 且 保持 了 高 
分 辨 率 。 更 大 的 图 形 可 以 采用 干涉 测量 控制 方法 拼接 大 量 的 小 图 得 到 。 

干 法 刻 蚀 系统 可 以 生成 非常 精细 的 表面 起 伏 。 例 如 ，180° 相 位 变化 需要 二 元 相位 衍射 光 
学 元 件 产 生 约 半 个 波长 的 距离 ， 对 于 可 见 光 ， 相 当 于 半 微 米 数量 级 的 长 度 。 反 应 离子 刻 蚀 可 
以 高 精度 地 生成 如 此 小 尺寸 的 表面 浮雕 。 


11.7.1 衍射 光学 元 件 的 应 用 


用 电子 束 刻 蚀 生 成 一 个 二 元 相位 全 息 图 的 基本 过 程 如 图 11.9 所 示 。 首 先 ， 在 硅 基 片上 
旋转 涂抹 电子 敏感 的 防 蚀 层 。 然 后 ， 用 电子 束 刻 蚀 将 需要 的 图 形 写 在 防 蚀 层 上 。 如 果 防 蚀 剂 
是 聚 甲 基 丙 烯 酸 甲 酯 一 类 的 正 型 防 蚀 剂 ， 则 可 以 接着 采用 定 影 去 除 样 本 上 被 电子 束 “ 曝 光 ” 
的 防 蚀 剂 。 一 旦 “曝光 ”的 防 蚀 剂 被 去 除了 ， 就 可 以 用 反应 离子 刻 刨 使 “曝光 ”的 孔 达 到 
相应 的 深度 。 最 后 ， 用 化 学 方法 去 除 防 蚀 剂 。 重 复 该 过 程 MM 次 可 以 生成 2” 级 的 二 元 衍射 光 
学 元 件 。 每 一 次 重复 ， 都 要 高 精度 地 排列 晶片， 使 位 置 偏差 最 小 ， 可 采用 干涉 测量 控制 来 达 
到 此 目的 。 电 子 束 也 必须 精确 控制 使 其 直径 在 样本 表面 最 小 。 电 子 束 的 散射 也 应 该 最 小 ， 因 
为 这 是 提高 其 性 能 的 首要 因素 。 一 旦 获得 了 最 优 的 对 准 和 聚焦 ， 就 可 用 CAD 程序 来 实现 图 
形 写 人 了 。 
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(1) 旋转 涂抹 电子 防 蚀 层 
a ë E å å 





(2) 用 电子 束 曝光 和 定 影 
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(3) 反应 离子 刻 蚀 












































(4) 去 除 残 留 的 防 蚀 层 
图 11.9 用 电子 束 刻 蚀 和 反应 离子 刻 蚀 系统 生成 衍射 光学 元 件 的 实验 过 程 
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第 12 章 光 在 非 均 匀 介 质 中 传播 


12.1 本 章 引 论 


在 之 前 的 章节 里 ， 折 射 率 n(x,y,z) 被 假设 为 与 位 置 无 关 的 定 值 。 在 许多 应 用 中 ， 如 光 
在 光纤 、 体 衍射 光栅 、 光 折 变 介质 等 中 传播 时 ， 折 射 率 n(x,y,z) 实际 上 不 是 固定 的 ， 致 使 
分 析 变 得 更 加 困难 ， 因 此 和 常用 数字 方法 来 分 析 波 在 这 些 介质 中 的 传播 情况 。 一 些 所 谓 的 
“ 伪 谱 法 ”得 到 了 应 用 ， 如 12.4 节 和 12. 5 节 讨 论 的 光束 传播 法 (Beam Propogation Method, 
BPM) ， 而 其 他 方法 经 常 是 基于 有 限 差 分 或 有 限 元 的 方法 。 

本 章 讨论 的 光束 传播 法 (BPM) 是 基于 非 均匀 介质 的 傍 轴 波动 方程 ， 该 方法 对 靠近 z 轴 
的 传播 是 有 效 的 ， 而 且 有 一 些 其 他 约束 。 其 主要 优势 在 于 ， 可 以 采用 傅 里 叶 变换 来 快速 计 
算 ， 并 在 大 量 的 应 用 中 足够 精确 。 对 于 广角 传播 ， 存 在 其 他 的 波束 传播 法 ， 它 们 一 般 基 于 有 
限 元 法 。 这 将 在 第 19 章 曾 述 光 的 通信 与 网 络 的 密集 波 分 复 用 / 解 复 用 时 有 进一步 的 讨论 。 

本 章 包含 5 部 分 。12. 2 节 讨 论 了 非 均匀 介质 条 件 下 的 雍 姆 霍 效 方程 。12. 3 KES. 4 
讨论 的 均匀 介质 条 件 下 的 傍 轴 波动 方程 推广 到 非 均 匀 介 质 。 在 12.4 节 介绍 了 应 用 傅 里 叶 变 
换 来 研究 波 传播 的 光束 传播 法 ， 这 种 方法 是 一 种 杰出 的 数字 方法 。12. 5 节 以 定向 耦合 器 为 
例 介绍 了 光束 传播 法 的 实际 应 用 。 它 是 一 种 包含 有 两 个 放置 于 一 起 的 绝缘 波导 的 光学 器 件 ， 
可 以 使 进入 其 中 一 个 波导 的 光波 耦合 进入 另 一 个 波导 。 这 些 仪器 常用 于 光 通 信和 光 网 络 。 光 
束 传播 法 的 结果 相 比 于 严格 耦合 模 理 论 具 有 更 加 高 的 精度 。 耦 合 模 理 论 不 适用 于 复杂 的 设 
计 ， 光 束 传播 法 是 分 析 和 综合 复杂 器 件 的 非 均匀 介质 波 传播 问题 的 常用 方法 。 


12.2 非 均 匀 介 质 的 雍 姆 霍 效 方程 


在 4. 2 节 推 导 了 折射 率 是 定 值 的 均匀 介质 的 效 姆 霍 效 方程 。 在 本 节 ， 将 其 扩展 到 非 均匀 
介质 条 件 。u(x,y,z,t) 表示 在 折射 率 为 n(x,y,z) 的 介质 中 ， 点 (*,y,z) 处 tt 时 刻 的 光 场 ， 
光 场 的 波长 为 XA， 角 频 率 为 na。 根据 麦克 斯 韦 方 程 ， 其 必然 满足 标量 波动 方程 

V'ulx,y,z,t) +n (x,y,z) hk u(r,y,z,t) =0 (12.2-1) 











































































































HP, k=0/c =27/A, 
标量 波动 方程 的 一 个 通 解 可 以 写成 如 下 形式 : 
u(x,y,z,t) =U(x,y,z) cos(a@t + O(x,y,z) ) (12. 2-2) 
AP, U(x,y,z) 是 振幅 ; 9(x,y,z) 是 相位 。 
式 (12.2-2) 的 复数 形式 为 
u(x,y,z,t) =Rel U(x,y,z) exp( 一 jwi)] (12. 2-3) 
式 中 ,U(x,y,z) 是 复 振幅 ， 其 值 等 于 1U(x,y,z) lexp( -jO(x,y,z) )。 
把 式 (12.2-3) 中 的 w(x,y,z,t) 代入 式 (12.2-1) 中 得 到 非 均匀 介质 的 刻 姆 堆 效 方程 
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(V? +k (x,y,z) )U(«,y,z) =0 (12. 2-4) 
式 中 与 位 置 相关 的 波 数 (x,y,z) 为 
k(x,v,z) =n(x,y,z) ko (12. 2-5) 


12.3 非 均匀 介质 的 傍 轴 波动 方程 


在 5.4 节 中 讨论 了 均匀 介质 的 傍 轴 波动 方程 。 本 节 将 其 推广 到 非 均匀 介质 中 。 假 设 折射 
率 的 变化 用 下 式 表示 : 





n(x,y,z) =n +An(x,y,z) (12. 3-1) 
WP, 元 是 平均 折射 率 。 
AMY AE ETT FEY (12. 2-4) 变 为 
(V° +m ki +2nAnk;) U =0 (12. 3-2) 
式 中 已 经 忽略 了 (An) kgo 
假设 光 场 沿 z 轴 传播 ， 则 可 表示 为 


U(x,y,z) =U' (x,y,z) (12. 3-3) 
假设 U' (x,y,z) Biz BMA, Lk EF nk, R (12.3-3) RARER TEE 
VU! +2jk 2U' + -FP)U =0 (12. 3-4) 


由 于 U (x,y,z) 是 随 z 缓 慢 变 化 的 ， 式 (12.3-3) 可 以 近似 为 
ò g j [EU ,dU 
8z klar Sy 

式 (12.3-5) 即 为 非 均 匀 介 质 的 傍 轴 波动 方程 。 

式 (12.3-3) 允许 不 考虑 关于 z 的 快速 相位 变化 因素 。 由 此 ， 在 许多 问题 中 ， 光 场 在 z 
方向 的 缓慢 变化 ， 可 以 在 数值 上 用 比 波 长 更 加 粗略 的 z 来 表示 。 消 去 式 (12.3-5) 中 的 关于 

z 的 二 阶 导数 ， 会 将 需要 采用 迭代 或 特征 值 分 析 方 法 来 求解 的 二 阶 边 值 问题 ， 变 成 沿 z 轴 简 

单 积 分 就 可 以 解决 的 一 阶 初 值 问题 。 这 意味 着 可 以 减少 计算 时 间 ， 计 算 时 间 的 减少 量 至少 为 

纵向 点 数量 级 。 

该 方法 的 缺点 在 于 ， 仅 限于 考虑 治 着 z 轴 (〈 即 傍 轴 ) 传播 的 光 场 ， 并 也 限制 了 折射 率 的 

变化 ， 特 别 是 折射 率 随 着 z 轴 改 变 。 消 去 关于 z 的 二 阶 导 数 也 排除 了 反方 向 传播 解 的 可 能 

性 。 这 也 意味 着 ， 不 能 很 好 地 对 以 反射 为 主 的 器 件 进行 建 模 。 





+a -PU | (12.3-5) 








12.4 光束 传播 法 (BPM) 


光束 传播 法 是 模拟 光波 在 非 均匀 介质 中 传播 的 数字 方法 ， 它 有 多 种 不 同形 式 ， 本 节 讨 论 

的 内 容 包含 以 下 限制 条 件 : 反射 光 可 以 被 忽略 ， 同 时 所 有 折射 率 的 差异 比较 小 [Marcuse] 。 
光束 传播 法 可 以 从 4.3 节 讨 论 的 角 谱 法 中 导出 ， 角 谱 法 中 的 折射 率 为 定 值 ， 即 zx。 光束 
传播 法 可 以 设想 为 这 样 一 个 模型 ， 其 包含 的 是 被 虚拟 透镜 分 割 的 均匀 介质 ， 如 图 12. 1 所 示 。 
光束 传播 法 的 推导 是 基于 以 下 假设 的 ， 即 光波 被 控制 在 宽度 为 Az， 折 射 率 为 元 的 均匀 
介质 片段 中 ， 但 是 由 虚 透 镜 生 成 的 不 同 片段 具有 不 同 的 相位 变化 ， 由 此 模型 化 了 非 均匀 介质 
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© 衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 | 


的 折射 率 。 附 加 的 相位 变化 可 以 认为 缘 于 
[n(x,y,z) -元 ] 。 Fi Az 比较 小 ， 则 该 方法 由 两 步 N 
生成 : 中 波 在 折射 率 为 元 的 均匀 介质 中 传播 ， 当 











前 的 区 域 的 平均 折射 率 为 元 ， 用 角 谱 法 (ASM) | 
计算 ，@ 虚 透镜 的 作用 。 下 面 将 对 此 进行 讨论 。 s 
该 方法 的 有 效 性 取决 于 每 一 步 Az 的 选择 ， 


Az 要 足够 小 ,使 其 在 合理 的 时 间 内 可 以 得 到 理 
想 的 精确 度 。 图 12.1 在 非 均匀 介质 中 的 光束 传播 法 模型 


12.4.1 波 在 折射 率 为 元 的 均匀 介质 中 传播 


在 每 一 区 域内 ， 最 初 认为 介质 是 均匀 的 ， 其 折射 率 为 ny 那么 , 上 也 等 于 天 假设 波 人 
播 的 最 初 的 输入 位 置 是 z - Az， 用 4 3 节 的 角 谱 法 计算 。 
为 了 排除 隐 失 波 ， 设 尼 >4m( 户 + 户 )， 那 么 U(x,y,z) 可 表示 为 
Ulx.y.2) = | AG fsz- Azdexp(+j VE -4m FFP) (12.41) 
exp(2a(fx + fy) off, 
RH, ACP, fz- Az) 是 式 (4, 3-2) 给 出 的 最 初 的 平面 波 的 频谱 。 
完整 的 过 程 可 描述 为 
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U(x,y,2) =F |F|U(x,y,0) | exp( juz) } (12. 4-2) 
式 中 , FA FO! 分别 表示 傅 里 叶 变换 和 逆 变 换 。 
WA 
m= n ky -4r (fi +f.) (12. 4-3) 
为 了 分 离 较 大 人 引起 的 z 的 快速 变化 ， 写 为 如 下 等 价 的 形式 : 
pas 4r (fs tfi) (12. 4-4) 





kal Jk? -4r (7 +f) 
lk, sb (12.4-2) BH 
4m’ (fi +f;) 
k+ Jk? -4m (F +f) 








ja 


(12. 4-5) 


U(x,y,z) =F) F|U(x,y,z- Az) | — jAz 


12.4.2 虚 透 镜 效应 


这 个 过 程 相 当 于 在 每 个 区 域 之 后 用 一 个 相位 函数 校正 复 振 幅 U(x,y,z) 的 相位 ， 该 相位 
PR SCIEN F PKŠ: 





G(z) =exp[ jk(x,y,z) Az] (12. 4-6) 
G(z) 满足 
( V? +k (x,y,z) )G(z) =0 (12. 4-7) 
在 波 近似 沿 着 z 轴 传 播 时 ， 选 择 这 样 的 G(z) 会 产生 一 个 十 分 精确 的 相位 变化 。 
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由 于 式 (12.4-5) 已 经 包含 了 n(x,y,z) = 元 + An(x,y,z) 和 均匀 介质 的 贡献 exp(jkAz)， 

相位 校正 因子 C(z) 可 写 为 
G(z) =exp(j[k(x,y,z) -k] Az) (12. 4-8) 

最 后 ， 在 z 处 的 光 场 可 表示 为 

of fe +h) je® (12.4-9) 
k+ Vk -4m (f+f;) 

在 一 些 应 用 中 ， 如 集成 光学 ， 需 要 二 维 光束 传播 法 ， 可 以 简单 地 跳 过 与 y 相关 的 项 
得 到 。 

可 以 看 出 ， 式 (12.4-9) 与 角 谱 法 方程 式 (12.4-5) 除了 相位 因子 6(z) 之 外 是 相似 
的 。 因 此 ， 它 可 以 如 4.4 节 讨论 的 一 样 ， 采 用 快速 储 里 叶 变 换 (FFT) 进行 快速 计算 。 

可 见 ， 推导 式 (12.4-9) 时 所 用 的 近似 相当 于 使 用 12. 3 节 推 导 的 傍 轴 方程 式 (12. 3-5) 
[ Feit and Fleck, 1978] 。 








U(x,y,z) =F F} U(x,y,z— Az) jaf —jAz 























12.5 波 在 定向 耦合 器 中 的 传播 


作为 一 个 采用 光束 传播 法 (BPM) 模拟 
波 传播 的 例子 ， 本 节 讨 论 定向 耦合 器 。 定 向 
耦合 器 是 光 通 信 中 常用 的 设备 ， 其 包含 两 个 
相 邻 平行 放置 的 绝缘 波导 ， 这 样 可 以 使 发 射 
进入 一 个 波导 的 光波 耦合 进入 另 一 个 波导 。 
定向 耦合 需 的 结构 示意 图 如 图 12. 2 所 示 。 


12.5.1 耦合 模 理论 概述 


为 了 描述 波 在 定向 耘 合 器 中 的 形式 ， 需 要 采用 耦合 模 理 论 方程 [Saleh and Teich, 
1991] 。 本 节 给 出 了 这 个 理论 的 简要 概括 ， 这 样 可 以 将 耦合 模 理 论 的 分 析 结 果 和 光束 传播 法 
的 模拟 结果 进行 对 比 。 

在 波导 i 中 ， 沿 z 轴 的 峰值 振幅 变化 定义 为 a.(z) ,ii=1，2。 光 强 为 la 上 。 耦 合 模 方程 
反映 了 两 个 波导 由 于 相互 靠近 而 发 生 的 能 量 交换 。 如 下 式 所 示 : 

ða, 














图 12.2 EHARA ar 2a NS A] 





At = ~jCnexp(jABz) a, (2) 
St = -jCuexp( -jA8z)a, (2) cae 


sh, AB=B, -B,, Bi, Bo 表示 非 耦 合 传播 常数 ， 它 们 由 每 个 波导 中 的 折射 率 决 定 ; Ca 和 
Cy FER RRL, ESCH 


1 ko 

Cy = s(n - n) Be gla) ty (x) de (12. 5-2) 
1 ka 

Go = aie 一 n`) Bhatt (#) Ha (2) de (12. 5-3) 


方程 式 (12.5-1) 的 通 解 可 以 由 以 下 式 子 得 到 [Saleh and Teich, 1991 ] : 
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a,(z) = {A | cos(yz) -j sin) ] -A, [Fino JJew[ +j 党 | (12.5-4) 
a(z) = {A [$sin ] +A, | cos(yz) +j sina) Jhew( -j | (12. 5-5) 
AP, A, 是 波导 的 初始 峰值 振幅 ， 而 且 


7-(¥) +e (12. 5-6) 
C= /6,6, (12. 5-7) 


12.5.2 耦合 模 理论 和 光束 传播 法 (BPM) 的 计算 对 比 


为 了 表现 光束 传播 法 模拟 具有 足够 的 精确 度 ， 下 面 用 光束 传播 法 计算 两 个 不 同 结构 的 定 
向 耦合 器 的 光 强 ， 并 与 耦合 模 理 论 得 到 的 分 析 结 果 进 行 对 比 [Pojanasomboon, Ersoy, 2001] 。 
由 式 (12.5-4) 和 式 (12.5-5) 知 ， 当 波导 2 的 最 初 强度 为 0 时 (A, =0) ， 分 析 结 果 可 表示 
为 


la,(z) ? =14,0 [ cos? (yz) 一 (3E) sin? Cae) ] (12. 5-8) 
tan(2) P= 14, 2 [( Ee (12. 5-9) 
y 
式 中 
AB =B, -B,, ¥=(%) +e (12. 5-10) 
CaCa (12. 5-11) 


情况 1: 同步 波导 。 在 这 种 情况 下 ， 定 向 耦合 器 在 两 个 波导 中 有 相同 的 折射 率 ， 也 就 是 
n =m AAB, MB, 由 波导 中 的 折射 率 决 定 ， 这 种 情况 下 使 得 B, =B, 或 AB =0。 波 导 中 的 
光 强 为 

















la,(z) |? =1412cos2(yz) (12.5-12) 15 
IC 一 波导 2 中 四 区 来 
a) = 14, P( 24) sin (ys) l 
Y 
(12. 5-13) 


在 模拟 中 参数 设置 为 4 =1, nm =ll, 
di =d, =s =1。 由 解析 表达 式 确定 的 功率 交换 ， 
如 图 12.3 所 示 。 根 据 式 (12.5-12) 和 式 
(12.5-13), 在 z=m7/2y 人 处， 可 以 得 到 完全 的 功 
率 交换 。 E E ee A 

在 光束 传播 法 ( BPM) 模拟 中 ， 在 每 个 波 0 10 20 30 R 70 80 90 100 
导 中 的 任意 z 处 的 能 量 由 下 式 计算 : 

上 ! Us) Pax 

结果 如 图 12. 4 所 示 。 可 以 看 到 ， 相 同 参数 条 件 下 ， 光 束 传播 法 的 仿真 结果 与 图 12. 3 总 体 上 
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功率 /% 














图 12.3 同步 波导 间 功 率 交 换 的 分 析 结 
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完全 相同 。 1 | 
情况 2， 非 同步 波导 。 在 非 同 步 波导 情况 Wh 
下 ， 不 匹配 的 n 关 n 使 得 Ag =f, -B, 40, 在 
波导 2 中 传播 的 波 的 能 量 为 
laa (a) I = 14, P[{ 24) sin? 92) 
y 
(12. 5-14) 
y = MV(ABA/2) + 6 项 不 允许 括号 中 的 值 等 于 


1。 因 此 ,在 任意 2 处 都 不 能 完成 两 个 波导 之 | 
间 完全 的 功率 交换 ， 如 图 12.5 所 示 。 相 应 的 。 0 而 D ADS 6070 BOBO Too 


um 

















功率 (%) 




































































光束 传播 法 模拟 也 给 出 了 相同 的 结果 ， 如 图 12.4 在 同步 波导 定向 耦合 器 中 
Al 12.6 所 示 。 功率 交换 的 光束 传播 法 模拟 
lim a ay 1.5 
一 -波导 1 中 的 功率 一 -波导 1 中 的 功率 
一 波导 2 中 的 功率 一 波导 2 中 的 功率 
1 fo en soot ee song a 1 NE ei 
g N_i ~ We S SS 2 Se se 
St SM 
R R 
0.51 | 05| 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
距离 /um 距离 /hm 
图 12.5 在 非 同 步 波 导 间 功率 交换 的 分 析 结 果 图 12.6 非 同步 波导 间 功 率 交换 的 光束 传播 法 模拟 





这 些 结果 表明 ， 在 上 述 应 用 中 ， 光 束 传 播 法 比 耦合 模 态 理论 得 到 的 结果 更 准确 。 在 比较 
复杂 的 设计 中 ， 例 如 ， 非 周期 光栅 辅助 定向 耦合 器 ， 不 能 采用 耦合 模 理 论 ， 而 光束 传播 法 则 
是 可 靠 分 析 与 后 续 设 计 的 可 选 之 法 。 
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13.1 本 章 引 论 


全 息 术 涉及 以 调制 形式 记录 所 需 (物体 ) 光波 ， 也 称 为 波 前 重建 。 产 生 的 结果 称 为 全 
息 图 。 全 息 的 主要 类 型 有 两 种 ， 分 别 是 模拟 全 息 和 数字 人 全息。 模拟 全 息 处 理 的 是 连续 空间 波 
[ Farhat, 1975], ，[ Stroke，1975 ] 。 数 字 全 息 在 第 15 和 16 章 中 讨论 ， 在 光 场 经 过 采样 、 光 波 
的 振幅 和 (或 ) 相位 信息 经 特定 的 算法 编码 后 ， 即 生成 了 数字 全 息 图 。 数 字 全 息 更 多 地 被 
称 为 衍射 光学 。 衍 射 光学 的 其 他 一 些 术 语 还 有 计算 机 制 全 息 图 、 衍 射 光 学 元 件 (DOE) 和 
二 元 光学 。 

全 息 最 早 由 丹尼斯 . 加 博 尔 (Dennis Gabor) 在 1948 年 发 现 ， 早 于 激光 的 发 明 [ Ga- 
bor] 。 作 为 一 个 通信 工程 师 ， 他 发 现 ， 目 标 波 (WCW) MASKS IMA TRE TA Wt 
波 的 振幅 和 相位 信息 。 在 激光 作为 一 个 相干 光源 出 现 之 后 ， 加 博 尔 的 想法 变 成 了 现实 。 

本 章 包含 6 小 节 。 全 息 图 的 基本 原理 也 称 为 相干 波 前 记录 ， 第 一 种 成 功用 激光 装置 生成 
NEA eA ELA set (Leith-Upatnieks) 全 息 图 ， 这 些 将 在 13.2 市 介绍 。13.3 市 
将 介绍 其 他 多 种 不 同类 型 的 全 息 图 。 

由 于 全 息 可 以 用 精确 的 数学 方法 定义 ， 所 以 可 以 在 计算 机 上 进行 模拟 ， 而 且 全 息 重 建 结 
果 可 以 用 图 形 显示 出 来 , 13. 4 节 将 详细 介绍 相关 内 容 。 全 息 成 像 与 许多 参数 相关 ， 如 波长 和 
尺度 。 如 果 这 些 参数 变化 ， 会 使 再 现 像 的 性 质 也 产生 变化 ,在 13. 5 节 中 将 讨论 全 息 成 像 和 
放大 与 这 些 参数 的 关系 。 作 为 光学 成 像 系 统 ， 误 差 限 制 全 息 成 像 质量 ，13. 6 节 将 讨论 全 息 
成 像 中 不 同类 型 的 误差 。 

























































































13.2 相干 波 前 记录 


假设 物 光波 以 下 式 表 示 : 
U(x,y) =A(x,y) el?” (13. 2-1) 
FI, BIG R (x,y) 为 
R (x,y) =B(x,y) "®©? (13. 2-2) 
两 束 波 入 射 在 记录 介质 上 ， 记 录 介 质 对 发 光 强 度 敏 感 ， 如 图 13. 1 或 图 13. 2 所 示 。 
需要 强调 的 是 ， 两 束 波 以 一 定 的 夹 角 传播 。 两 束 波 合 加 后 的 强度 为 
T(x,y) =1A(x,y) lee IB(x,y) |? +2A(x,y)B(x,y)cos(y(x,y) —b(x,y) ) (13. 2-3) 
式 中 ， 最 后 一 项 等 于 4B ”+4 下， 而 且 包含 4(x,y) 和 中 (xz,y)。 
包括 全 息 胶片 在 内 的 光学 记录 器 件 的 透 过 率 函 数 是 对 发 光 强度 敏感 的 。 我 们 假设 敏感 度 
与 发 光 强 度 之 间 是 线性 关系 。 假 设 B(x,y) EW, SFB, UMEN, 平面 波 垂直 照射 全 
息 图 ， 如 图 13. 2 所 示 ， 相 当 于 是 点 光源 发 出 的 、 传 播 了 很 远 的 球面 波 。 这 样 的 器 件 的 透 过 
122 
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率 函 数 可 以 表示 为 
t(x,y) =C+B[ UI? +UR* +U*R,] (13. 2-4) 
RP, CAB 是 定 值 ; i(x,y) 表示 存储 的 信息 。 


参考 光波 
物 光 波 























参考 光波 | 
记录 介质 记录 介质 
图 13.1 全 息 图 记录 的 几何 模型 1 图 13.2 全 息 图 记录 的 几何 模型 2 
现在 设想 用 另外 的 参考 光波 R 照射 生成 的 全 息 图 。 从 全 息 图 发 出 的 光波 可 以 写 为 
Ri =U, +U, +U, +U, (13. 2-5) 
式 中 
U,=CR (13. 2-6) 
U, =BIUI?R (13. 2-7) 
U, =BR* RU (13. 2-8) 


U, =BR,RU* (13. 2-9) 
可 以 看 到 : 除了 乘 数 因 子 之 外 ， 心 5 U 相同 ， 因 此 Us 看 起 来 z 
像 原 来 的 物体 ， 称 为 虚像 ， 同 样 U 与 U 也 仅仅 相差 了 一 个 乘 
BO, U, 相对 于 U, 会 在 全 息 图 的 另 一 侧 会 聚 成 像 ， 如 图 13.3 
STAR. U, 和 U, BABAR, WM, U EER, BR 
而 U, 在 全 息 图 的 右 侧 成 像 ， 这 些 图 像 分 别 被 称 为 虚像 和 实 像 。 
然而 , 实际 上 哪个 是 实 像 ， 哪 个 是 虚像 是 由 记录 和 重 现时 参考 
光 的 性 质 决定 的 。 这 些 问 题 在 13. 6 节 中 讨论 。 

假设 R, 和 RR 相同 ,是 定 值 ， 如 垂直 于 传播 方向 的 平面 波 。 那么，U 与 上 成 比例 ，U， 
与 UV 成 比例 。 这 种 情况 下 ,，U 和 VU" 会 在 空间 中 重合 。 观 察 者 看 到 的 不 会 只 有 U 的 原 像 。 
这 由 加 博 尔 在 他 的 全 息 方法 中 首次 提 到 。 


13.2.1 利 思 - 厄 帕 尼 斯 克 斯 (Leith-Upatnieks) 全 息 图 


简单 的 垂直 平面 参考 光波 R 可 写 为 
R(x,y) =De?"™” (13. 2-10) 





实 像 





图 13.3 虚像 和 实 像 的 形成 









































现在 U, 可 以 写成 
U(x,y) =BDe*"” U* (x,y) (13. 2-11) 
如 果 角 a EEK, e PM Ath U, 的 传播 方向 与 V, U, FU; 的 传播 方向 不 重合 。 
另外 可 以 选择 使 用 图 13. 2 所 示 的 几何 模型 。 在 这 种 情况 下 ， 参 考 光波 垂直 人 射 在 全 息 
图 上 , 但 是 从 物体 发 出 的 物 光 波 与 z 轴 的 平均 夹 角 为 29。 参 考 光波 等 于 D， 是 定 值 ， 而 物 光 
波 可 以 写 为 





























U(x,y) =A(x,y)e 7” (13. 2-12) 
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式 中 ,4(x,y) 是 复数 ， 包 含 U(x,y) 的 相位 信息 。 
进一步 分 析 得 到 了 与 式 (13.2-6) 至 式 (13.2-9) 一 致 的 结果 ，U, 5 A(x, y)e PR 
正比 而 0 与 4“(x,y)e*™ 成 正比 ， 因 此 ， 它 们 必然 在 不 同方 向 传播 。 








例 13.1 求 最 小 角度 20,;,， 使 得 该 角度 下 所 有 的 波 成 分 在 距离 全 息 图 足够 远 的 位 置 处 都 能 
够 分 离 。 

解 : 在 距离 全 息 图 足够 远 的 距离 ， 如 ， 在 夫 琅 禾 费 衍射 区 ， 波 成 分 与 依 里 叶 谱 相似 。 用 FT 
表示 侍 里 叶 变 换 ， 于 是 有 








FTLU] =C, f,) 
FTL U, | =B,A, * A, 
FT| U, ] =B,Ar(f., Jy =a) 
FT[ U, ] =8;4;( -f,, =f, =a) 
AF, C, bis ba B 是 定 值 ; * 表示 自 相关 ; A, 是 4(x,y) 的 傅 里 时 变换 。 
假设 A(x,y) AVION fa (Elm). FT[U,] 是 原点 处 的 简单 8$ 函数 。FT[ U,] 的 带 
TN fawo AES A, 的 自 相 关 函 数 成 比例 。Us 以 a 为 中 心 ， 而 U WES, HNA -aW 
中 心 。 图 13. 4 表示 它们 之 间 的 关系 。 为 了 使 这 些 项 之 间 不 会 相互 重合 ， 必 须 满足 条 件 
a>3/,. 
20,,, = arcsin( 3Af,,, ) 








球面 参考 波 

















全 息 面 




























































































球面 
参考 光源 全 息 面 































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































a) b) 
到 13.4 ”无 透镜 傅 里 叶 变 换 全 息 图 的 两 种 几何 模型 




















13.3 ”全息 图 的 类 型 

有 许多 种 类 型 的 全 息 图 。 透 射 全 息 图 可 以 透 过 光 ， 通 过 透射 的 光 看 到 信息 。 对 于 反射 全 
息 图 ， 信 息 是 通过 全 息 图 的 反射 而 被 看 到 的 。 以 下 讨论 的 全 息 图 大 部 分 是 透射 全 息 图 。 
13.3.1 菲 涅 耳 和 夫 琅 禾 费 全 息 图 

在 第 5 章 中 讨论 了 菲 涅 耳 和 夫 琅 禾 费 近似 。 如 果 物 体 相对 于 全 息 图 是 在 菲 涅 耳 区 域 重建 


的 ， 则 为 菲 涅 耳 全 息 图 。 如 果 物 体 相 对 于 全 息 图 在 夫 琅 禾 费 区 域 再 现 ， 则 为 夫 琅 禾 费 全 
息 图 。 
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13.3.2 像 面 全 息 图 和 傅 里 时 全 息 图 


在 像 面 全 息 图 中 ， 再 现 物体 的 中 心 聚焦 在 成 像 右 件 面 上 。 在 傅 里 叶 全 息 图 中 ， 成 像 平 面 

与 物体 透 过 率 函 数 的 傅 里 叶 变 换 面 重合 。 傅 里 叶 全 息 图 看 起 来 像 一 个 被 调制 了 的 衍射 光栅 ， 
这 种 典型 的 全 息 图 相对 不 需要 高 分 辨 率 的 记录 设备 。 
傅 里 叶 全 息 图 的 一 种 变形 是 无 透镜 傅 里 叶 变 换 全 息 图 。 有 两 种 可 能 的 几何 模型 来 记录 这 
种 全 息 图 ， 如 图 13. 4 所 示 。 这 种 全 息 图 的 主要 特征 是 球面 参考 光 的 焦点 与 物 像 在 同一 个 平 
面 上 ,无 论 是 虚像 (图 13. 4a) 还 是 实 像 (图 13. 4b)。 假设 物 光波 和 参考 光波 都 是 球面 波 
而 且 其 波源 在 同一 平面 内 ， 在 全 息 面 ， 强 度 条 纹 与 实 傅 里 叶 全 息 图 具有 相同 类 型 的 条 纹 ， 因 
此 称 其 为 无 透镜 传 里 叶 变 换 全 息 图 。 

相对 于 传 里 叶 和 无 透镜 傅 里 叶 变 换 全 息 图 ， 菲 涅 耳 全 息 图 的 条 纹 密度 更 大 ， 故 需要 更 高 
分 辩 率 的 记录 设备 。 因 此 ,在 使 用 电子 记录 设备 记录 时 ， 更 多 的 是 采用 傅 里 叶 全 息 图 。 


13.3.3 体 全 息 图 


体 全 息 图 记录 在 一 个 厚 的 介质 中 。 这 样 的 一 个 好 处 是 ， 全 息 图 对 波长 具有 了 选择 性 ， 可 

以 用 白光 再 现 。 这 种 全 息 图 还 具有 很 高 的 衍射 效率 。 
为 了 解释 体 全 息 图 是 如 何 生 成 的 ， 讨 论 两 个 平面 波 在 厚 介质 中 干涉 的 简单 情况 。 设 物 光 

波 的 波 矢 量 是 大 ， 参 考 光 波 的 波 矢 量 是 天。 它们 记 为 
U(r) =4e ™" (13.3-1) 
U(r) =A e" (13. 3-2) 








































































































两 个 波 在 介质 中 的 干涉 强度 可 记 为 
I(r) =1U,(r) +U,(r) l? (13. 3-3) 
=], +I, +2A,A,cos(k, :rr) 


式 中 
I =14,1? (13. 3-4) 
I, =1A,1? (13. 3-5) 
k, =k, -k, (13. 3-6) 


式 (13. 3-3) 表示 一 个 周期 为 p = 2707/1 k, IBERA, 
假设 大 指向 z 轴 方 向 , k, 与 z 轴 夹 角 为 9， 如 
图 13. 5 所 示 。 于 是 ， 周 期 为 


À 
P ~ 2sin( 0/2) Reh 


rman tiem, mar °™* | I | \ 


a) 
重 现时 采用 相同 的 参考 光 ， 即 再 现 光 和 全 息 图 的 夹 N 
角 与 记录 时 一 样 ， 再 现 光 的 波长 也 与 记录 时 参考 光 AN 
的 波长 一 样 ， 那 么 物 光波 可 以 得 到 完美 重 现 [ Saleh 
and Teich，1991] 。 如 果 再 现 光波 长 变化 了 ， 则 不 能 。 图 13 5 ”两 束 平 面 波 在 厚 感光 乳胶 
再 现 出 物 光 波 。 中 生成 体 光 机 的 相干 模式 
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如 果 用 白光 重 现 ， 白 光 中 与 记录 时 参考 光波 长 相同 的 成 分 会 使 物 光波 重 现 。 这 是 一 个 很 
有 用 的 特征 ， 因 为 由 此 白光 可 以 用 来 进行 全 息 重 现 了 。 


13.3.4 模压 全 息 图 


模压 是 在 复制 激光 唱片 (CD) 和 数字 化 激光 视频 光盘 (DVD) 时 使 用 的 工艺 ， 具 有 波 
K 量 级 精度 。 可 以 采用 相同 的 工艺 来 制作 和 复制 表面 浮雕 式 全 息 图 。 用 这 种 方法 ， 可 以 把 表 
面 浮 雕 式 全 息 图 记录 在 光 刻 胶 或 光 导 热 塑 料 上 。 价 格 低廉 ， 以 及 大 规模 生产 ,使 其 在 市 场 上 
大 量 应 用 ， 例 如， 在 信用 卡 或 商品 的 防伪 方面 。 

模压 全 息 图 制作 过 程 的 第 一 步 是 用 光 刻 胶 或 光 导 热 塑 料 制 作 全息 图 。 然 后 用 电 和 铸 法 把 光 刻 
胶 全 息 图 制作 成 一 个 金属 主 全 息 图 。 首 先 ， 在 光 刻 胶 全 息 图 上 面 生成 一 个 薄 镍 层 ; 接着 ， 该 钊 
层 从 光 刻 胶 主 全 息 图 分 离 ， 生 成 金属 第 二 级 主 全 息 图 ， 其 可 以 被 简单 地 多 次 复制 ， 在 模压 过 程 
中 ， 把 金属 全 息 图 加 热 到 很 高 的 温度 ， 然 后 盖 压 在 如 聚 酯 纤维 一 类 的 胶片 上 。 当 胶片 冷却 、 移 
开 压 力 后 ， 条 纹 形 状 保留 了 下 来 。 常 在 模压 全 息 图 上 镀 铝 来 生成 最 后 的 反射 全 息 图 。 



























































13.4 用 计算 机 模拟 全 息 图 的 再 现 





通过 计算 全 息 过 程 方程 ， 可 以 把 存储 在 计算 机 里 的 全 息 图 进行 再 现 。 如 ,采用 在 第 7 章 讨 
论 的 近 远 场 近似 (NFFA) 方法 。 考虑 方程 式 (13.2-3 ) 
中 最 重要 的 几 项 ， 全 息 图 可 以 表示 为 如 下 模型 : 
h(x,y) =u(x,y) tu (x,y) +c (13.4-1) 

AP, u(x,y) 是 物 光 波 ; c 是 定 值 。 

方程 式 (13.4-1) 包含 挛 和 后 像 和 导致 中 心 峰 值 的 常数 项 。 

图 13. 6 表示 一 个 物体 的 图 像 ， 其 全 息 图 是 用 逆 NFPA 
传播 法 生成 w(x,y) ， 相 关 物 理 参数 设置 如 下 : 

z=80mm, A =0.6328hm， 全 息 图 的 尺寸 为 400km x 
400um, 输出 尺寸 为 64. 8mm x64. 8mm, 

生成 的 全 息 图 如 图 13. 7 所 示 。 采 用 前 向 NFFA 传播 
法 获得 的 全 息 图 的 再 现 ， 结 果 如 图 13.8 所 示 。 








N 








13.6 再 现 的 物体 




















图 13.7 物体 的 全 息 图 图 13.8 全息 图 








有 现 的 双 像 


-| 
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13.5 全 息 成 像 的 放大 和 分 析 


成 像 的 重要 项 分 别 是 式 (13. 2-8) 和 式 (13.2-9) 中 的 U, MI U, AA PAB: 
© 物 光 波 和 参考 光波 分 别 是 从 点 (x%,,y,,z,) Al (x,,y,,z,) 发 出 的 球面 波 。 
。 球面 再 现 波 与 记录 波 可 能 不 同 ， 它 的 起 点 在 (x, ,y, ,z,)。 
© 记录 和 再 现 波长 分 别 是 A, A A,, A, 与 和 A, 可 能 不 相等 。 
。 最 终生 成 的 全 息 图 与 通过 记录 生成 的 全 息 图 可 能 有 不 同 的 人 尺寸。 于 是， 最 初 全息 图 
上 在 z=0 人 处 的 一 点 (x,y) ， 在 最 终 的 全 息 图 上 可 能 相应 地 变 为 (x',y') 。 
物 光 波 在 全 息 图 上 点 (x,y) 人 处 产生 的 相位 ， 可 由 相对 原 物 点 的 关系 表示 为 
T 


play) =T [Ca =a)? + (yy)? + (2-2) ] P at) (13.51) 


保留 泰勒 展开 的 前 两 项 ， 最 终 的 方程 可 以 写成 如 下 的 非常 数 项 ， 
balay) = 知 [二 (2 + 2, -29y, #2) +8649) | (13. 5-2) 
式 中 ，B(x,y) 项 可 以 写 为 








xt +y +2279 -4x x, 

-4y y, — 4x YY, -4xy x, 

B(x,y) = -5 + 6x x? +67 y? +2279? (13. 5-3) 
z 


+ 2y x? 十 8xXYX Y, —4xx? 





-4yy -4ax,y, -4axey, 

Bia, y) 与 13.6 节 中 讨论 的 像 差 有 关 。 下 面 可 以 类 似 地 写 出 全 息 面 上 点 (x,y) 的 方程 ， 
其 中 涉及 再 现 光波 在 波长 A, 产生 的 相位 bo (x*,y)， 以 及 记录 参考 光 在 波长 A 产生 的 相位 
中 ,(x,y)。 关 于 式 (13.2-8) FIÈ (13.2-9), U, MU, 中 重要 的 相位 项 可 以 写 为 


h: = 小 + 路 一 小 (13. 5-4) 
由 = 小 + 路 + 中 (13. 5-5) 
就 此 ， 对 1/z 或 1/z, 或 1/z ， 忽 略 高 于 一 阶 的 项 。 用 p, 表示 中 ,或 $,， 得 到 
2 1 J 12 1 ! 2 1 
Pay) = Qo g(a? ty” 2% £2y'y,) + Fe ty? — aw, = 29y) - 
= E +)y +2xx, +2yy,) 
1 r 
(13. 5-6) 
式 中 ， + 对 应 Q3; 一 对 应 hyo 
定义 全 息 图 放大 率 M, 为 
me (13. 5-7) 
% y 
波长 比 为 
A, 
pee (13. 5-8) 
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那么 , 式 (13.5-6) 可 写 为 














T x, Ux, ZX 
(x,y) =~ -a2 i fF (13. 5-9) 
2 c o r 











式 (13.5-9) 可 以 看 作 从 点 (xj,yi,z/) KAERA AA, PEATE AWARE FP, 
相关 的 相位 可 以 表示 为 


























p= a” +y” —2x'x,-2y'y,) (13. 5-10) 
221 
设 中 =o), 则 有 
MÈ 
heor 
Peena (13. 5-11) 
M,z,2, +U, — M22, 
M? +M +uM 
T- ee AX 2%, HMM, X22, (13. 5-12) 
AX 2%, + HZ.2, ZHZ.. 
M +uM + uM 
pa n MM KY 2.2, EH YZ, (13. 5-13) 
hY c% 0" + HZ.2, TMz., 
哪个 图 像 是 虚像 ， 哪 个 图 像 是 实 像 分 别 由 2, 和 > 的 符号 决定 。 横 向 放大 率 为 
Ox M 
mM = h 13. 5-14 
‘Ox i Mize Žo ! i 
Mz. Z, 
Oz M, d a 
二 ~ 二 一 人 nn M; 1 
Oz u dz,| 1-z,| —+— 
3 Z 
4 we (13. 5-15) 
u jı (Ma % 7 
Hz. 
= -Ly 
HK 
例 13.2 求 使 放大 率 M,=M, H u fH 
解 : 设 
IM | -lip =M, 
因此 
ene (13. 5-16) 





这 表明 全 息 图 尺寸 和 参考 光 起 点 的 变化 ， 可 以 通过 选择 一 个 新 的 满足 式 (13. 5-16) 的 波长 
来 补偿 。 由 此 类 推 ， 如 果 波 长 变化 了 ， 则 可 以 改变 全 息 图 的 尺寸 或 者 参考 光 的 起 点 ， 使 两 种 
类 型 的 放大 率 尽 可 能 相等 。 
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13.6 EF 


为 了 方便 ， 讨 论 像 差 时 ， 把 直角 坐标 系 *、7y 换 成 极 坐 标 系 r、9。 定 义 源 点 在 (xi,y,， 
z/) 处 的 理想 球面 波 前 与 实际 的 波 前 之 间 的 相位 差 $,(r,0) 为 波 前 像 差 。 

考虑 式 (13.5-3) 中 三 阶 项 引起 的 图 像 U, 的 像 差 。 三 阶 项 中 由 p, p, 一 起 贡献 于 实 
际 的 波 前 。 波 像 差 方程 为 





一 Ag + x (C,cos6 + C,sin@ ) 

















8 
(1,8) = - JP (A,cos0 +A,sin?ð +24.4,cosbgsing) (13. 6-1) 
2 
Lasi . 
-了 F+ 57. D,cos0 + D,sin@ ) 
式 中 的 各 参数 分 别 属于 如 下 像 差 : 
S: BRA; 
Cos C: H2; 
AA 像 散 ; 
F; 场 曲 ; 
D,, D,: 畸变 。 
它们 用 如 下 方程 表示 : 
1 H H 1 
eled ale 13. 6-2 
Z MaMa 2 PA 
x. Mx, Ux, x 
C, = 3 pet 337 i (13. 6-3) 
Ze hŽo ner Zi 
Ye Me By, Yi 
eae ae 13. 6-4 
"a MS MWA a ee 
x Mx Mx 
A,=~-54+55- 13. 6-5 
SRTM MA A panne 
2 2 2 2 
Ye BY, BY, Yr 





A, = > M? tW? 5 2 (13. 6-6) 


ë hĉo hr 


Y MI) MOCY) sity 











F= + - 13. 6-7 
Z Mi * Me” z een 
p EEAS BOG Hay) BOG AAY) XI ba 
x7 3 一 3 + 3 一 3 (13. 6-8) 
Ze M,z, M,z, Zi 
3 2 3 2 3 2 3 2 
+ YX PFY X +y xX + Y)% 
p are tee MY +Y A) MO: EYA) I 十 JW (13.69) 


y 3 3 3 3 
Ze M, Zo M,z, Zi 





4513.3 当 记 录 和 再 现 波 都 是 平面 波 时 , R S, C, 和 4,。 
解 : 此 时 ，z, 和 z 是 无 限 的 ， 因 此 ，S、C, MA, 成 为 
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| 
ATENE 
Moz Ze M, Mi Z, M; 
fon cll (1) 2u a(z m) (5 px, ]] 
: “Mz, M, M, Zo t Mz, + Nz, 





例 13.4 当 z =z, IN, 求 C, 和 4,。 
解 : 通过 代数 运算 之 后 ， 有 





从 





xz 


"Mz aF 


hêr 
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第 14 Be 切 趾 ， 超 分 辨 兴 和 缺失 信息 恢复 


14.1 本 章 引 论 








光学 成 像 时 ,衍射 是 限制 系统 分 辨 率 的 主要 现象 例如， 利用 望远镜 对 距离 遥远 的 恒 
星 成 像 。 因 为 恒星 的 距离 非常 遥远 ,理论 上 应 该 在 焦 平面 上 成 像 ， 理 想 条 件 下 会 是 一 个 
点 。 相 反 ， 图 像 强度 与 望远镜 的 出 瞳 函 数 的 傅 里 叶 变 换 的 二 次 方 成 正比 。 结 果 ， 图 像 中 
包含 一 个 中 心 主 极 大 ， 同 时 在 辐 向 围绕 一 些 次 极 大 或 极 小 强度 条 纹 ， 这 些 次 极 大 或 者 极 
小 条 纹 会 被 误 认 为 是 其 他 恒星 的 像 。 同 样 的 原因 ， 附 近 第 二 个 相对 比较 上 暗 的 恒星 会 一 起 























消失 。 
切 趾 和 超 分 辩 率 技术 的 目的 是 最 大 程度 减 小 有 限 尺 寸 孔径 的 影响 。 超 分 状 率 与 缺失 信息 
恢复 紧密 相关 。 





本 章 讨论 的 算法 主要 是 处 理 离 散 数字 信号 ， 因 此 能 够 直接 在 计算 机 中 应 用 。 如 果 需 要 的 
话 ， 这 些 算法 也 能 够 方便 地 转化 为 模拟 表示 法 。 

本 章 包含 18 节 。14. 2 节 是 关于 切 趾 或 加 窗 技术 的 。 本 节 着 重 介绍 各 种 不 同类 型 的 窗口 
函数 。 两 点 分 辨 率 在 光学 图 像 设 备 中 是 固有 的 。14.3 节 介 绍 了 光学 成 像 器 件 固 有 的 两 点 分 
辩 率 以 及 信和 号 恢复 的 一 般 原则 。 

在 随后 的 章节 ， 首 先 介绍 了 开发 信号 恢复 算法 所 需要 的 基本 理论 。14. 4 节 介 绍 了 收缩 
的 基本 理论 ， 给 出 了 在 线性 空间 用 矢量 的 投影 变换 生成 一 个 不 动 点 的 条 件 。 在 14. 5 节 介 绍 
被 称 为 约束 迭代 信和 号 恢复 法 的 收缩 迭代 方法 ，14.6 节 继 续 讨 论 这 一 问题 ， 此 时 的 情况 是 反 
卷 积 ， 称 为 约束 迭代 反 卷 积 法 。 

14.7 节 介 绍 了 一 个 收缩 子 集 的 投影 。 有 许多 不 同 的 投影 类 型 ， 投影 到 凸 集 的 方法 是 相 
对 容易 处 理 的 方法 之 一 ， 其 在 14. 8 节 中 介绍 。 随 后 的 章节 对 这 个 方法 进行 了 进一步 的 讨论 ， 
它 是 设计 衍射 光学 元 件 和 其 他 衍射 光学 设备 的 工具 。 六 师 贝 格 - 帕 普 里 斯 ( Gerchberg-Papoulis) 
算法 是 凸 集 投影 算法 的 特例 ， 在 该 方法 中 ， 信 号 和 傅 里 叶 域 在 特定 的 凸 集 里 得 到 了 一 并 应 
用 ， 这 些 内 容 在 14. 9 节 中 讨论 。14. 10 节 给 出 了 凸 集 投影 算法 的 其 他 例子 。 

两 个 令 人 感 兴趣 的 应 用 分 别 是 基于 相位 的 恢复 和 基于 幅 值 的 恢复 ， 后 者 比 前 者 更 难处 
理 。 一 种 相位 恢复 的 迭代 优化 算法 在 14. 11 节 中 讨论 。14. 12 节 的 主要 内 容 是 用 离散 傅 里 叶 
变换 从 离散 相位 函数 中 恢复 信号 。 

一 个 更 难 的 投影 类 型 是 广义 投影 ， 此 时 没有 吓 集 的 限制 。 这 种 情况 下 ， 和 迭代 可 能 有 也 可 
能 没有 最 优 的 解 ， 这 部 分 内 容 将 在 14. 13 节 中 介绍 。 幅 值 恢复 ， 也 称 为 相位 恢复 (phase re- 
trivial) ， 常 可 表示 为 一 个 广义 投影 问题 。 因 此 ，14. 14 节 讨 论 了 一 个 特别 的 迭代 优化 方法 。 

剩 下 的 章节 讨论 了 用 于 信号 和 图 像 复原 的 其 他 类 型 的 算法 。14. 15 节 重 点 描述 了 用 于 图 
像 恢复 的 最 小 二 乘法 和 广义 道 法 。14. 16 节 介 绍 了 计算 广义 道 的 奇异 值 分 解 问题 。 最 速 下 降 
TEASE GE Bp EY Op ITE 14. 17 节 和 14. 18 节 中 进行 了 介绍 ， 它 们 同样 是 为 了 计算 广义 逆 。 
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14.2 Wat 


切 趾 与 加 和 窗 类 似 ， 是 信号 处 理 中 的 一 个 主要 问题 。 不 失 一 般 性 ， 下 面 在 一 维 空间 讨论 。 

出 瞳 函 数 的 主要 作用 是 截断 输入 波 场 。 在 信号 理论 中 ， 这 相当 于 对 输入 信号 进行 截断 。 
当 输入 信和 号 被 截断 时 ， 会 产生 吉 布 斯 现象 ， 也 称 为 振 铃 。 这 意味 着 不 连续 点 附近 会 产生 振 
荡 。 当 频谱 被 截断 时 也 会 有 这 样 的 现象 ， 此 时 振 铃 在 信号 重 构 时 出 现 。 

为 了 能 够 分 析 被 截断 波 场 的 特性 ， 先 对 信号 进行 采样 ， 并 对 得 到 的 数据 序列 进行 数字 处 
理 。 令 z[n] 是 被 出 瞳 函 数 截断 的 信号 序列 ，ZL 门 是 z[z] 的 离散 时 间 伟 里 叶 变换 。 

Suln] 的 采样 间隔 是 7。 截 断 等 于 wu[n] 乘 以 矩形 序列 w[n] ， 即 为 





























u'[n] =ulnlo[n] (14. 2-1) 
式 中 
1 lnl<N 
oln] = 0 其 他 (14. 2-2) 




















oln] 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 〈 见 附录 B 中 对 离散 时 间 健 里 叶 变 换 的 讨论 ) 为 
w( f) = > @ Ts 
Ee (14. 2-3) 
sin( nfT,(2N + 1)) 
sin( Tf7.) 

4T 等 于 1，N 分 别 等 于 6，8，15 和 25 时 ， io 
WO /NER 14.1 PA, VARS, WO)/N o.8F 
RAHAKI Ee AS HE, BN 增加 ， 0.67 
SE PUG HS EE FN EP TAR WB, EL EE OY 












































的 高 度 一 直 不 变 。 aa 
由 卷 积 定理 知 ， 式 (14. 2-1) 在 离散 时 间 a ; 
伟 里 叶 变 换 域 等 价 于 0 03 
U'(f) =U(f) * WYP) (14. 2-4) ; 时 间 
因此 需要 寻找 一 个 具有 最 小 旁 准 和 最 窗 主 准 宽 ee sy 





度 的 最 优 Wf), KIE Z(E) 尽 可 能 地 接近 人 
Uf). BA, MRRNWY)) 是 83(CA ， 意 味 着 没有 加 窗 。 需 要 找到 一 个 折 中 的 方法 ,在 1z1 s 
N 时 ,窗口 是 非 零 的 ， 并 且 它 的 WW(/) 580) 尽 可 能 相似 。 在 寻找 这 个 折 中 方案 的 过 程 
中 ， 无 免费 的 午餐 这 条 定律 再 次 得 到 应 验 。 消 除 旁 为 的 代价 是 加 宽 了 主办 ， 反 之 亦 然 。 加 宽 
EIH FPG EDK, MEU) 的 快速 变化 部 分 变 得 平滑 。 

以 往 发 表 的 文献 中 讨论 了 许多 窗 函 数 。 历 史上 首次 报道 的 是 费 耶 尔 算 术 平 均 法 和 兰 措 什 
o 因子 [Lanczos ] 。 在 模拟 域 ,， 窗 函数 也 是 模拟 的 。 对 其 采样 可 以 得 到 离散 时 间 窗 。 下 面 回 
顾 一 些 常用 的 离散 时 间 窗 。 


14.2.1 离散 时 间 窗 
下 面 讨 论 的 这 些 窗 函 数 是 非 因果 的 。 因 果 窗 函数 可 以 用 w[mn - V] 替换 oln] 得 到 。 
132 



































第 14 章 切 趾 ， 超 分 辨 率 和 缺失 信息 恢复 









































1. 巴特 利 特 三 角 窗 
1 a 0<n<N 
a eee eee a2) 
N 
0 其 他 
2. 广义 余弦 窗 
Tn 270 
一 一 一 -N<ns 
et N ) NSn sN (14, 2-6) 
0 其 他 
WPF, WA a, b, c 取 下 面 的 一 系列 值 可 以 得 到 以 下 3 种 特定 的 窗 。 
窗 (Window) a b (a 
汉 宁 窗 (Hanning) 0.5 0.5 0 
海 明 窗 (Hamming) 0. 54 0. 46 0 
布莱克 曼 窗 (Blackman) 0. 42 0.5 0. 08 
3. 高 斯 窗 
1 ran? 
wln] -ep| -4% ) (14. 2-7) 


AF, a 是 使 用 者 选择 的 参数 。 
4. 道 尔 夫 - 契 比 雪夫 窗 
这 个 窗 通 过 在 给 定 的 旁 准 水平 条 件 下 ， 最 小 化 主办 宽度 来 获取 。 它 们 的 离散 侍 里 叶 变 


























换 是 
cos | Narccos | Bcos zk 
W[k] =W[ -k]=(-1)" keak I (O<n<N-1) (14.2-8) 
式 中 
B=cosh| varcosh(10°) | (14. 2-9) 





对 应 的 时 间 窗 oln] 可 通过 计算 WW[n] B eS EAE E IM E EE E i dE) Pi HB 
来 获取 。 参 数 a 表示 主办 水 平 与 旁 浴 水平 比 值 的 对 数值 。 例 如 ，a 等 于 3 的 意思 是 旁 泊 在 主 
BES 个 数量 级 以 下 ， 或 者 ， 旁 办 在 主办 60dB 以 下 。 

在 目前 已 经 讨论 的 这 些 窗 中 ， 算 形 窗 是 最 简单 的 窗 。 巴 特 利 特 窗 减少 了 不 连续 点 的 超 调 
E, 但 是 引起 了 过 度 的 平滑 。 汉 宁 窗 、 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 可 以 得 到 平滑 截断 的 u[n], B 
只 有 很 小 的 旁 兴 ， 其 中 布莱克 曼 窗 具 有 最 好 的 性 能 。 海 明 窗 和 高 斯 窗 在 In1 = N 时 不 等 于 0。 

接 下 来 将 讨论 一 般 使 用 中 性 能 最 好 的 凯 琶 和 窗 。 




















5. SAA 
wln] = {el Gel Osini S&N (14. 2-10) 
0 其 他 
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式 中 , Dx) 是 0 阶 修正 的 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ， 为 


noo -= SJG] (14. 2-11) 





m=0 1 
m., 





KH, a 是 形状 参数 ， 通 过 选择 合适 的 a 使 主办 
和 旁 办 的 宽度 取得 一 个 折 中 。 

当 aw =0 时 , OL os ti MIE BAH TA, 在 
图 14.2 中 给 出 了 当 N=20, a=2, 4, 8 和 20 l | 
时 的 w[n] Po REN AA, EK a MFRS 时 间 
减少 ， 但 同时 也 增加 了 主办 的 宽度 。 保 持 a 不 
变 ， 增 大 N， 则 减 小 了 主办 宽度 而 旁 办 没有 明显 


变化 。 














图 14.2 N=20 WAL, a=2, 4, 8, 20 

















Gl 14.1 针对 例 5. 8 用 汉 宁 窗 沿 >x 方向 切 趾 。 比 较 x 方 向 和 y 方 向 的 结果 。 

解 : 当 采 用 相同 孔径 的 汉 宁 窗 沿 着 * 方向 切 趾 时 ， 得 到 夫 环 禾 费 衍射 结果 ， 如 图 14. 3 所 示 。 
可 以 看 到 > 方向 的 第 二 主 极 大 比 y 方 向 的 第 二 主 极 大 要 小 很 多 。 这 是 由 沿 * 方向 的 切 趾 造 
成 的 。 
































图 14.3 在 x 方向 上 用 汉 宁 窗 切 趾 的 和 矩形 孔 的 夫 正 禾 费 衍射 图 样 














14.3 两 点 分 辨 率 和 信号 恢复 


考虑 一 个 半径 为 尺 的 圆 孔 的 夫 琅 禾 费 衍 射 图 样 。 如 例 5. 8 中 讨论 的 ， 平面波 入 射 在 圆 孔 
上 产生 的 衍射 条 纹 强 度 分 布 中 有 一 个 中 心 王 ， 它 的 半径 为 
ga (14. 3-1) 
R 
AF, d 是 条 纹 中 心 和 圆 孔 间 的 距离 ; 6 被 称 为 瑞 利 长 度 ， 是 衡量 能 够 分 辨 的 两 个 点 的 限 
JE, 8 是 由 光学 系统 有 限 孔 径 的 出 瞳 导 致 的 。 
有 限 孔 径 同 样 意味 着 信息 缺失 ， 这 是 因为 孔径 外 的 波 场 被 截断 了 。 因 为 讨论 的 主题 与 信 
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号 处 理 中 的 信号 恢复 相同 ， 所 以 后 述 的 波 场 指 的 是 信号 。 男 外 ， 窗 函数 被 推广 为 畸变 或 变换 
BA D， 与 文献 中 的 信号 恢复 常用 表示 方法 相同 。 不 失 一 般 性 ， 还 是 讨论 一 维 的 情况 。 

对 于 一 个 空间 有 限 信号 ， 理 论 上 是 可 以 精确 恢复 的 ， 这 是 因为 这 类 信号 的 健 里 叶 变 换 是 
一 个 解析 函数 [Stark, 1987] 。 如 果 在 任意 小 的 区 域内 确 知 一 个 解析 函数 ， 则 完整 的 函数 可 
以 通过 解析 延 拓 得 到 。 因 此 ， 如 果 可 以 精确 获知 这 类 信号 频谱 的 一 小 部 分 ， 则 该 信号 的 所 有 
频谱 和 信号 本 身 将 能 够 恢复 。 

不 幸 的 是 ， 精 确 获知 信号 的 部 分 频谱 往往 是 不 可 能 的 ,尤其 当 测 量 噪声 存在 的 时 候 。 对 
信和 号 的 非 精 确 测量 和 一 些 先 验 信 息 ， 如 正 性 、 有 限 长 度 等 ， 反 而 是 可 以 获取 的 信息 。 

实测 信号 vw 可 以 写 为 理想 信号 w 的 如 下 形式 : 

v = Du (14. 3-2) 







































































式 中 , D 是 畸变 算 符 或 变换 算 符 。 

已 知 D， 问 题 变 为 恢复 z (对 于 系统 识别 ， 问 题 是 在 已 知 v 和 ww 的 条 件 下 ， 估算 D)。 
直接 求解 u 的 方法 是 找到 Dp 使 得 
u =D~'v, v=Du (14. 3-3) 
不 幸 的 是 ， 变 换算 符 D 往往 难以 得 到 。 例 如 ， 当 同一 个 v 对 应 多 个 wu 时， 将 不 存在 D”, 例 
如 ， 当 DD 相当 于 低 通 滤波 带 时 就 是 这 种 情况 。 即 使 可 以 估计 D, 但 是 它 常 常 是 病态 的 ， 
刀 ” 较 小 的 误差 就 会 引起 估计 时 较 大 的 误差 。 在 这 样 的 条 件 下 恢复 u 的 问题 常 被 叫 作 逆 问 
题 。 在 接 下 来 的 章节 部 分 ， 利用 收缩 和 投影 的 信号 复原 将 会 作为 解决 逆 问 题 的 潜在 方法 并 加 
以 研究 。 这 些 方 法 的 实现 经 常 要 利用 到 信号 本 身 及 其 频谱 域 的 先 验 信息 。 


14.4 收缩 




















在 下 面 要 讨论 的 内 容 里 ， 假 设 信号 是 在 完全 线性 赋 范 矢量 空间 的 矢量 。 附 录 B 讨论 了 
线性 矢量 空间 。 赋 范 矢量 在 B. 3 部 分 做 了 介绍 。 将 要 用 到 的 欧 儿 里 得 范 数 定义 如 下 ; 
连续 信号 














ee [fo 1c) ae] (14. 4-1) 


(eae [> laln] (14. 4-2) 
FER, BERS u 是 离散 的 ， 属 于 一 个 有 限 维 的 矢量 空间 3$，3$ 可 以 认为 是 实 空间 R 或 者 
复 空间 C" 的 子 集 。n 是 空间 的 维 数 。 
令 3 为 $ 的 子 空间 。 通 过 算 符 4 对 空间 $, 中 的 矢量 进行 映射 ， 如 果 该 映射 满足 下 述 条 
件 ， 则 可 定义 为 非 扩 张 映 射 














lAu -Avl S lu -vl (14. 4-3) 
式 (14. 4-3) 对 于 属于 S, 的 每 一 个 xx 和 w 都 成 立 。 如 果 式 (14.4-3) IA u*v 总 成 立 ， 
则 映射 为 严格 非 扩 张 映射 。 
作用 于 u 的 线性 算 符 常 用 矩阵 表示 。 和 矩阵 的 范 数 可 以 用 多 种 方式 定义 。 例 如 ， 线 性 算 符 
A 的 谱 范 数 由 下 式 给 出 : 
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141=1RC424)02 (14. 4-4) 
Suh, A" 表示 A eA Ieee (BERRIE); R(B) 是 B 的 谱 半 径 ， 其 定义 为 B 
的 特征 值 的 绝对 值 中 的 最 大 值 。 
如 果 满 足下 式 ， 则 和 矩阵 的 范 数 与 拓 量 的 范 数 是 一 致 的 
lAul SIAllxl (14. 4-5) 
WA, IÈ (14. 4-4) 给 出 的 谱 范 数 就 是 一 致 的 。 对 于 一 个 非 扩 张 映 射 ， 由 不 等 式 (14. 4-3), 
A 必须 满足 








IAI <1 (14. 4-6) 
另 一 个 重要 的 方面 是 线性 算 符 4 的 不 动 点 。 考 虑 
|Aul =u (14. 4-7) 


任意 满足 式 (14.4-7) 的 矢量 u* 称 为 4 的 一 个 不 动 点 。 
如 果 A 是 严格 非 扩 张 映 射 ， 且 假设 其 有 两 个 不 动 点 z 迷 Allo”, ABA 
lz ” -vv | = lAuř -Av* | <lu* -v* | (14. 4-8) 
WA, 式 (14.4-8) 是 自 相 矛盾 的 。 因 此 ， 对 于 严格 非 扩 张 收缩 ， 其 不 动 点 不 多 于 一 个 。 


14.4.1 收缩 映射 定理 


当 4 为 严格 非 扩张 映射 ， 并 且 满 足 
|Au -Avl <alu -v (14.4-9) 
时 ， 式 中 , 0<aw<1,， 则 4 在 S 上 有 唯一 的 不 动 点 。 




















WEH: uy 是 5。 上 任意 一 点 。 序 列 w =Awi_1, 大 =1， o 序列 [u] 属于 5。。 于 是 有 
1z -ul ee eer ne (14. 4-10) 
J 2 A Ait BLK AN GK, A 
| Uk+p z u, | =| Ukip = Uk+p-1 + Uk+p-1 = Ukip -2 + Uktp+2 TORN oS Ug l 
P 
< Ñ l upi Upa l S (a +a? + DÈ | upa = u l 
i=1 
(14. 4-11) 
因为 
Up, = tt <o lu, 一 al (14. 4-12) 
A 
1 -a’ 1 
pol p-2 = z 
a +a” + +l= ia ST (14. 4-13) 


式 (14. 4-11) 可 写 为 





Jiggy -il SPA Ley, Up | (14. 4-14) 
对 于 任意 的 e>0， 都 有 正 整数 Ws) WEn, m>N(e), 有 
la, -apl <E (14. 4-15) 


则 序列 La, ] 称 为 柯 西 序列 。 
利用 数学 分 析 的 基本 理论 ， 如 果 一 个 序列 是 柯 西 序列 ， 那 么 它 会 收敛 到 一 个 不 动 点 。 式 
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(14.4-14) RH, [u,] 是 柯 西 序列 ， 因 此 它 满足 
limAu, =Au* =u" (14. 4-16) 
RP, wu” 即 是 不 动 点 。 
因此 ， 如 果 A 是 严格 非 扩 张 映射 ， 则 u, =Au, 产生 的 序列 收敛 于 唯一 的 不 动 点 wu" 。 








14.5 用 于 信号 恢复 的 收缩 迭代 方法 


假设 一 实测 信号 "”， 以 某 种 方式 产生 了 畸变 。 从 "开始 ， 和 希望 通过 迭代 算法 获取 一 个 更 
精确 的 信号 。 和 迭代 天 次 后 的 信号 为 u, k ERRERA. MA k WII, u, 逐渐 接 
近 要 恢复 的 信和 号。 

能 达到 上 述 目 的 的 著名 方法 是 约束 迭代 信号 恢复 方法 [Schafer] 。 该 方法 基于 以 下 迭代 
方程 : 





u,,, =Fu, (14. 5-1) 
式 中 ,序列 u, 是 逐步 接近 于 需要 恢复 信号 的 序列 ; 是 一 个 可 从 某 种 约束 形式 的 畸变 算 符 
和 先 验 知识 获取 的 算 符 。 
一 般 情况 下 ,不 唯一 。 下 面 给 出 了 一 个 简单 估计 的 方法 。 
先 验 知识 可 以 表达 为 一 个 约束 算 符 


Cu—u (14. 5-2) 
例如 ， 对 于 多 维 信号 w，C[u] 可 以 表示 为 
uln|] OSu[n] Sa 
Cul n] = 40 ul n]| <0 (14. 5-3) 
a ul[n]>a 





又 例如 ， 若 u(t) 是 一 个 模拟 信号 ， 信 号 带宽 被 系统 限制 在 频率 了 以 下 。Cu(t) 可 以 
写 为 
ie sin2 一 
Culi) = | uo) AU Dyr 
u 的 每 个 估计 u, 应 该 被 C R, Cu, 可 被 理解 为 u, IEW, ERY Cu, 可 用 一 个 畸变 算 符 
D 进一步 处 理 ， 生 成 DCw 。DCuw 可 理解 为 v 的 近似 估计 ， 输 出 误差 Av 定义 为 


(14. 5-4) 








Av =v -DCu, (14. 5-5) 
在 (k+1) 次 和 上 次 迭代 之 间 的 恢复 信号 误差 可 以 定义 为 

Au =u,,,; — Cu, (14. 5-6) 
Au 和 Av 之 间 的 关系 是 什么 呢 ? 最 简单 的 假设 是 它们 成 比例 ， 也 就 是 将 ，Az = 和 AAv， 则 

Fu, =u,,, = Cu, + Au = Cu, +A(v - DCu, ) (14. 5-7) 

式 (14.5-7) 可 进一步 写 为 

Fu, = ùv + Gu, (14. 5-8) 
式 审 

G=(I-AàD)C (14. 5-9) 


I 是 归 一 化 算 符 。 u 初始 近 斤 似 可 选 为 Uo =Av, 
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如 果 下 被 选择 为 收缩 的 ， 则 u, 收敛 于 一 个 不 动 点 u”。 
式 (14.5-8) 表示 为 




















| Fu,- Fu,| = | Gu, - Gu, | (14. 5-10) 
KE, WR FEA, ABA C 也 是 收缩 的 。 由 wo =Az， 式 (14. 5-8) 变 为 
Fu, =U,4; = Uo + Gu, (14. 5-11) 


根据 式 (14. 5-11) ， 第 大 次 迭代 的 过 程 为 
(1) 对 u, 应 用 约束 算 符 C， 得 到 wi。 
(2) 对 ww/ 应 用 畸变 算 符 D， 得 到 ulo 
(3) 由 wo +A(u,-uy,) 计算 ,1。 
下 面 给 出 上 述 方法 应 用 于 反 卷 积 的 一 个 例子 。 


14.6 ”约束 迭代 反 卷 积 


给 定 v 和 有 hh， 反 卷 积 即 是 当 已 知 v 是 wu 和 的 卷 积 时 ， miu, BH 


eae (14. 6-1) 
“SACI u = 和 w 开始 时 ， 式 (14. 5-8) 可 写 为 
Ups, =Av+ (0—Ah) * Cu, (14. 6-2) 


sth, ARAA A BL fk AEA, 
对 式 (14. 6-2) HETRE ae Hen 4g 
U,,, =AV+U, -AHU, (14. 6-3) 
式 中 ， 大 写字 母 表示 式 (14.6-2) 中 对 应 小 写字 母 变量 的 傅 里 叶 变换 。 
式 (14. 6-3) 是 序号 为 时 U 的 一 阶 差分 方程 。 它 可 以 写 为 
U, -(1 -AH)U, =AV (14. 6-4) 



































V k+l 
U, =a - aH) ul] (14. 6-5) 


式 中 ,wu[k] 是 一 维 单位 步 长 序列 。 
koi, WR AL 





I1 -AHI <1 (14. 6-6) 
V 
U. = 万 (14. 6-7) 


式 (14. 6-7) 5AE RRS A RAT), CPS IER EE PETE CA BR AR 
后 就 可 以 得 到 一 个 比 实际 逆 滤 波 好 的 结果 。 

由 式 (14.6-6) 可 知 ， 如 果 在 一 些 频率 点 及 等 于 0， 程 序 便 会 终止 。 式 (14. 6-6) 也 可 
写 为 





Re[ H] >0 (14. 6-8) 

为 了 避免 在 所 有 的 频率 上 测试 式 (14. 6-8) 的 有 效 性 ， 一 个 较 好 的 办 法 是 用 反 h” (一 

维 离散 信号 用 h*[ -m]， 二 维 离散 信号 则 用 h*[ -m, -n]) 在 式 (14.6-1) 的 两 边 卷 积 。 
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那么 ， 得 到 
v =x *h' (14. 6-9) 
式 中 , h' 是 新 的 脉冲 响应 序列 。 
其 传递 函数 为 
H' = |H? (14. 6-10) 
vÆ v 5 h” 的 卷 积 。 
MATERE (14.6-9) 时 , 式 (14.6-8), BI Re[H'] >0, Aste HAO 在 任 
何 频率 上 都 成 立 。 
由 于 迭代 解 向 逆 滤 波 解 收 代 ， 因 此 迭代 过 程 可 能 得 不 到 理想 的 结果 。 例 如 ， 如 果 HO, 
可 能 得 不 到 唯一 的 结果 。 采 用 约束 算 符 可 以 避免 这 个 问题 。 例 如 ， 在 有 限 条 件 下 , u 可 假设 
为 正 值 。 在 二 维 情况 下 ， 为 达到 此 目的 的 约束 算 符 为 


u,[m,n] M,<m<M,, Nn<N, 









































Cu,[ m,n] = H u,[m,n]=>0 (14. 6-11) 
0 其 他 
令 wi = Cu ， 在 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 域 中 ,， 式 (14.6-2) 变 为 
Ui, =AV+U; - AAU, (14. 6-12 ) 





式 (14. 6-12) 定义 的 迭代 可 以 用 离散 传 里 叶 变 换 完 成 。 然 而 ， 由 = Cu, 应 在 信号 域 进行 。 
迭代 的 结构 框图 如 图 14. 4 所 示 。 















































w 一 | EE a FT H n 
O: IFT | 
4 
dy 





K 14.4 (EAE 2 OR EA Be GRR AE E 











EWEA P, Serb ey Ne eS ES, tT DAE TR Ek 28 R A E TE EAR 
法 ,但 是 在 变换 域 中 ， 上 述 讨 论 的 代数 方程 不 再 有 效 。 

















例 14.2 一 个 二 维 高 斯 模糊 脉冲 响应 序列 为 


2 2 
him,n] =exp| aad 





假设 图 像 序列 为 
ul[m,n] =[8(m—24)8(n-32) +8(m —-34)8(n -32)] 
(a) MERMER v=u*h, FPA h 和 w 的 分 布 。 
(b) 在 正 约 束 条 件 下 用 A =2. 65 迭代 计算 反 卷 积 图 像 。 
解 : (a) u 与 7 的 卷 积 ; 





vi m,n] = exp| = 





(m -24)’ +(n-32)*] fee | _ (m-34)* + (n -32)° 
100 P 100 
h Al v 的 分 布 分 别 如 图 14. 5a All b 所 示 。 


(b) 图 14.5c 表示 65 次 迭代 后 的 反 卷 积 结 
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图 14.5 二 维 模糊 信号 的 反 卷 积 
a) 高 斯 模糊 函数 b) 模糊 函数 co) 通过 反 卷 积 恢复 的 信号 [Courtesy of Schafer, Mersereau, Richards] 





14.7 投影 方法 


收缩 的 子 集 是 一 种 投影 。 如 果 映 射 Pu 满足 下 式 ， 则 算 符 P 称 为 投影 算 符 或 投影 。 
IPu-ul= inf lv -ul (14. 7-1) 





式 中 , ue S; S 是 5 的 子 集 。 

在 信号 恢复 方面 ，$, 是 理想 信号 所 归属 的 子 集 ，g = Pu RA u ES, 上 的 投影 。 这 可 理 
解 为 投影 算 符 P 生成 了 一 个 接近 weS 的 向 量 g e S,。 如 果 5, 是 一 个 凸 集 ， 那 么 G 是 唯一 
的 。 下 面 给 出 了 同 集 的 简要 回顾 。 

Su Mu, 属于 5S。， 如 果 对 于 所 有 的 和 (0<A<1), HA 


Au, +(1-A)u, HBF S, WS, rhe, K 14. 6 给 出 了 一 个 
凸 集 和 一 个 非 凸 集 。 


可 见 ， 如 果 5。 是 凸 集 ， 那 么 投影 已 是 收缩 的 [Youla] 。 ag rr 
这 就 需要 5 是 凸 集 。 若 满足 这 个 条 件 ， 则 上 述 的 方法 可 称 为 
凸 集 投影 。 我 们 将 先 考虑 这 样 的 情况 。 















































图 14.6 凸 集 和 非 凸 集 的 例子 





例 14.3 考虑 所 有 的 实 非 负 函数 u(x,y) 的 集合 S$S，( 如 光 场 振幅 )， 其 满足 能 量 约束 
lul? = [i u(x,y) Pdedy < E 
证 明 S, 是 凸 集 。 
解 : ZE u, wes FOSAS, AAE P-E LAA ERN 
làu, + (1 -A)u,| SAlu, l +(1-A)lu l| SAE” 
因此 ,集合 S 是 凸 的 。 





例 14.4 考虑 S 上 的 所 有 振幅 在 闭 区 间 [a, b] 中 的 实 函 数 集 合 S,, a<b, Hae, b>0。 
证 明 S, 是 凸 集 。 
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解 对 于 0 和 A<1， 当 取 到 闭 区 间 下 界 时 ， 有 

u, =Au, +(1-A)u,2Aat+(1-A)a=a 
当 取 到 闭 区 间 上 界 时 ， 有 

u, =Au, + (1 -A)u,SAb+(1-A)b=b 
Alt, u ES S, eros. 





14.8 吓 集 投影 方法 (POCS) 


凸 集 投影 方法 已 经 成 功 地 应 用 于 信和 叶 和 图 像 恢 复 。 该 方法 认为 ， 一 个 未 知 信号 u 的 已 知 
性 质 可 以 认为 是 限制 信号 成 为 闭 集 $; 的 元 素 的 约束 。 对 于 以 个 已 知性 质 , 便 有 MM 个 这 样 的 
集合 。 对 于 属于 S, 的 信和 号， 这些 和 集合 的 交集 即 为 
So = 1S, (14. 8-1) 
信号 恢复 问题 定义 为 将 的 受 损 的 版 本 v POISE S 上。 
S P, 表示 集合 $; 上 的 投影 算 符 ， 并 定义 算 符 了 为 











T, =14+A,(P,;-1) (14. 8-2) 
WER w 是 在 集合 S, 上 算 符 P, 的 不 动 点 ， 则 有 
Ti =u, +A,( Pu; =u; ) =u; (14. 8-3) 


因此 ,wu* 也 是 了 的 不 动 点 。 同 时 可 知 ， 如 果 0 <A, <2, W T, USM, A, 称 为 松弛 参数 。 
注意 和 =1 时 7 等 于 P,。 因 此 , 7, 是 比 P, 更 广义 的 算 符 。 选 择 合适 的 和 常常 会 加 速 迭代 的 
收敛 速度 。 

令 了 定义 如 下 : 





了 = 了 (14. 8-4) 
则 可 得 到 下 述 结论 ; 
(1) 定义 迭代 为 
初 值 uy 是 任意 的 ， 


则 迭代 vw, = Tw 
在 S$, 上 弱 收 敛 于 一 个 不 动 点 。 弱 收 敛 的 意思 是 lim lu,-wl = (u*, w), VweS,, 
JET (a,b) 是 向 量 a 和 5b 的 内 积 。 在 一 定 条 件 下 ， 强 收敛 的 意思 是 lim | u, =u" | =0。 
(2) A, 在 每 次 迭代 时 可 以 改变 。Ai 代 表 第 次 迭代 时 和, 的 值 。 对 于 每 一 个 选择 的 A,， 
AO <A, <2， 和 迭代 定义 为 
初 值 u 是 任意 的 ， 
ur = Tu, 
弱 收 敛 到 一 个 不 动 点 wu” 。 
通常 来 说 ， 当 M =2 时 ,采用 凸 集 投影 7 
A, ADEM ISR, eee ELS wen 
变换 域 。 这 种 情况 如 图 14.7 所 示 。 
有 两 种 可 能 的 方法 可 用 来 估计 最 快 收敛 的 。 图 14.7 在 变换 域 和 信和 号 域 的 凸 集 投 影 算法 
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A, AA, RT, SPL, A, SC, AUR RA T, FRE AL, 的 最 优化 ， 
再 采用 。 一 般 情况 下 ， 对 线性 投影 算 符 有 和 A,, <1, ERA, 50, BOUL, ATE 
T=T,T, 有 最 小 的 误差 ， 可 以 同时 优化 A 和 A [Stark], 


14.9 ” 盖 师 贝 格 - 帕 普 里 斯 算法 (GP 算法) 











原始 的 盖 师 贝 格 - 帕 普 里 斯 算法 (GP 算法) 是 凸 集 投影 算法 的 一 个 特殊 形式 ， 在 信号 域 
和 侍 里 叶 域 中 分 别 用 投影 算 符 P, 和 P, 表示 [ Gerchberg] 。 因 此 
u, = P,P u, (14. 9-1) 




















式 中 ，P 和 P, 的 定义 如 下 : 
ARR 上 的 一 个 区 域 ，$, 是 $ 上 所 有 函数 的 集合 ， 这 些 函 数 在 A 之 外 的 区 域 都 为 0 
(特别 地 ， 除 了 测度 可 能 为 0 的 点 集 ) P, 定义 为 
u (x,y) ed 


pu- 其 他 
今 5, 是 一 些 丽 数 的 集合 ， 在 傅 里 叶 平 面 上 一 闭 区 域 B 中 ,这些 函数 的 傅 里 叶 变 换 为 
VE, 了)。P, 定义 为 


(14.9-2) 
































vee (f., 1,) eB 
Puc (14. 9-3) 
Vo F) F f) EB 


可 知 S 和 S, 都 是 凸 集 。 


14.10 ”其 他 的 凸 集 投影 算法 














在 盖 师 贝 格 - 帕 普 里 斯 算法 (GP) 中 ， 两 个 投影 算 符 已 和 已, 分 别 对 应 于 上 述 讨论 的 凸 
ES 和 5,。 这 里 ,将 介绍 男 外 三 个 利用 凸 集 的 投影 算 符 。 
考虑 例 14. 3 中 的 集合 S;。 假 设 是 复数 。 它 可 写 为 


u=up+ ju (14. 10-1) 
AH, ug, u, DBA u 的 实 部 和 虚 部 。 
up 定义 为 
Up Ur>0 
aos (14. 10-2) 
“lo ”其 他 
投影 算 符 已 定义 为 
0 Up <0 
Pyu = duR ur >0, Eg SE (14. 10-3) 


JE/ER Up ur>0, Ex >E 
IUP, Eg 由 下 式 给 出 : 


ER = [luk Gx.y) Paxdy (14. 10-4) 
且 是 理想 图 像 的 估计 或 已 知 能 量 值 。E; 是 有 界 的 。 
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考虑 例 14. 4 中 定义 的 集合 5,。 投 影 算 符 P, 定义 为 


e u(x,y) <a 
Pyu=4u(x,y) asu(x,y) Sb (14. 10-5 ) 
b u(x,y) >b 
Ba, SRS 上 所 有 非 负 实 函 数 的 子 集 S;。 易 知 $; ER, RAAI P; 定义 为 
Up Ur 宇 0 
人 其 他 (14. 10-6) 
如 前 文 ， 式 中 u =upg + jujo 
上 面 介绍 的 理论 的 应 用 实例 将 在 后 述 章节 部 分 给 出 。 


14.11 从 相位 恢复 信号 
为 了 简化 问题 ， 下 面 将 讨论 一 维 情况 。 假 设 信号 u(x) 有 一 个 紧 支 集 [ -a,a]。 BA 


u(x) 的 信里 叶 变 换 的 相位 为 $(f) ， 需 要 估计 信号 的 振幅 。 可 以 证 明 ，x(x) 可 以 被 由 (7) 
完全 确定 的 必要 条 件 是 不 存在 关于 x 的 对 称 点 ， 使 得 




















u(xo +x) = +u(xo 一 %) (14. 11-1) 
两 个 投影 可 写 为 
p u(x) lu(x)|<a 
Pufa 其 他 (14. 11-2) 
= ae) = <7 
puo ADD N 16) -yD 1 <3 aan 
0 其 他 








RP, A (/) 是 傅 里 叶 变 换 的 振幅 ; yw(/) 是 傅 里 叶 变 换 的 相位 。 
可 以 看 到 4(/)cos[$(]) -YO EUS) 在 由 由 (7) 给 定 的 方向 上 的 投影 。 许 多 文献 
中 ， 没 有 考虑 由 S 和 w(/) 给 定 的 方向 ,将 P, 表示 为 
Per4(P)eie (14. 11-4) 
Of) 可 能 对 于 所 有 的 /不 都 是 已 知 的 。 假 设 (A) 在 集合 S Ext PEM, IBA P, 可 以 表 
ADLE -PAPI 1d) -W( I< FA /eS 


0 其 他 , fes 
U(f) fes 
A, USP) u(t) 的 健 里 叶 变 换 。 

可 以 看 到 P 是 线性 算 符 ， 于 是 最 优 的 A 是 1。Ay 的 一 个 下 界 可 以 由 下 式 得 到 
[ Stark | : 


Pu 


(14. 11-5) 




















Pica? P,u,l? 
+ 2 

IP, P,u, -ul 
A, 可 以 作为 A hi — Aiii. ATI, A, 可 能 比 2 Ko AMERRE, AUER A, 小 于 
2， 以 保证 迭代 的 收敛 。 例 如 ， 可 以 选择 A, 8 min(A,,1.99) 。 


Ay A = 





(14. 11-6) 
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因为 A 等 于 1， 一 个 迭代 周期 可 写 为 
u = Ll A Pl Ie, (14. 11-7) 
=(1-A,,)u, +À, P, P u, 
式 中 , Au, RET Pu, HERF u, =P Tu, i, Albu,eD,. 


14.12 用 离散 侍 里 叶 变 换 从 离散 相位 水 数 中 重 构 信号 

















用 v[z] 代表 长 度 为 N 的 离散 信和 号。 假设 已 知 uln] 的 离散 侍 里 叶 变 换 的 相位 和 w[n] 
的 支 集 。u[n] 的 文集 定义 为 
u[n] =0 “4ntE0<n<M%}, Hul0] 40 
易 知 ， 重 构 算 法 应 该 满足 N=2M [Haye et al. , 1980], uln] 的 离散 傅 里 叶 变换 为 

















U[k] =A[ kei" (14. 12-1) 
假设 p[k] 已 知 。 
算法 的 程序 流程 如 下 : 
(1) MA Lk] 表示 A[k] 初始 的 一 个 猜测 值 。 然 后 ， 初 始 的 UL] 为 
U [k] =A, [kei (14. 12-2) 





(2) 计算 Ui[k] Ae tae, AE Mbit wi[n]。 令 i 等 于 1。 
(3) 定义 一 个 新 的 序列 vin] 为 
u[n] O<Sn<M 





ofan] =) (14. 12-3) 
0 Msn<N 
(4) HE vln] 的 离散 傅 里 叶 变换 [Lk], Vik] 可 以 写 为 
Viik] =A; [k] e" (14. 12-4) 


程序 剩余 的 流程 部 分 可 以 分 别 采 用 以 下 两 种 不 同 的 算法 来 进行 。 
算法 1 [Levi and Stark | 
(5) 将 V[k] 进行 如 下 投影 : 





diie A,[k]cos([k] -wilk] ye" elk] -wi[k]l <> ee 
0 其 他 
这 个 运算 对 应 于 算 符 已 。 这 个 方程 可 以 被 进一步 修改 ， 以 便 应 用 也 
Ui lk]=[1 +A; (P, -1) LVL] (14. 12-6) 


其 中 用 关系 式 (14. 11-6) 计算 Azo 
(6) 通过 计算 U, [A] 的 道 离散 傅 里 叶 变 换 ， 生 成 一 个 u,,[n] 的 新 的 估计 。 
(7) 重复 步骤 (2) ~ (6) ， 直 到 收敛 。 
算法 2 [Haye et al. | 
与 算法 1 仅 有 如 下 步骤 不 同 : 
(8) 投影 V[k] 如 下 : 




















U, [k] =A; ele (14. 12-7) 
其 他 步骤 与 算法 1 相同 。 
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例 14.5 定义 第 (i+1) 次 的 迭代 误差 为 E,: 


AF, u[n]」 是 需要 再 现 的 信号 。 
证 明 E, 不 随 着 i 增加 而 增加 。 
解 : 根据 帕 塞 瓦 尔 定理 ， 得 到 下 式 : 


E, = LY i Vle] -VLR 
由 于 Z(k) 和 2Z,(k) 的 相位 相同 ， 上 式 可 以 写 为 


N-1 
Po (ate viel? 
N 13 





同时 定义 
N-1 
B= +Y 1 tk) -vie 
N ix 


利用 向 量 差 的 三 角 方程 ， 可 得 到 如 下 表达 式 : 
E, SE! 
当 U, [k] =V,[k] 时 ， 上 式 取 等 号 。 上 式 取 不 等 号 是 因为 U [k] 与 U[k] 的 相位 相同 ， 
而 Vik] 的 相位 与 它们 不 同 。 
再 次 对 这 个 不 等 式 用 帕 塞 瓦尔 定理 ， 得 到 


E'< PA ] - V[k] 1? 
因为 w[z] 在 生成 w,,[n] 的 投影 之 前 ， 由 上 面 的 方程 表明 ， 投 影 过 程 减 小 了 误差 。 





14.13 广义 投影 





有 许多 关于 非 凸 集约 束 的 信号 恢复 问题 。 例 如 ,数字化 一 个 信号 ， 而 且 约 束 这 个 信号 或 
其 傅 里 叶 变 换 到 特定 的 幅 值 ， 这 就 是 一 个 非 凸 集 投影 。 

若 S 是 一 个 非 凸 集 ， 则 有 多 于 一 个 点 满足 投影 算 符 P, 的 定义 。 这 个 差异 性 可 以 通过 附 
加 额外 的 约束 来 消除 。 另 一 关于 非 凸 集 的 问题 是 还 没有 发 现 这 种 投影 存在 性 的 证 明 。 

在 下 面 的 讨论 中 ,投影 M 的 数量 将 被 限制 为 2。 这 种 情况 下 ， 下 面 的 误差 度量 是 有 用 的 : 

E(u,) =IP u, -ul +IP u, -ul (14. 13-1) 
以 下 的 定理 证 明了 m =2 时 广义 投影 的 收敛 性 质 [ Levi-Stark ] 。 
定理 : 由 下 式 给 出 的 递 推 式 ; 




















u, =7,T.u,, uo 是 任意 值 (14. 13-2 ) 

具有 人 性质: Ewa...) SEC) (14. 13-3) 
该 性 质 对 于 每 一 个 满足 式 (14. 3-4 ~14.3-8) AYA, MA, 

0<A,< A; +4) (14. 13-4) 





A +A, - H(A, +B,) 


© PTA, EMEF 


_ IP, T u, - Thu, | 








Ah, 14. 13-5 

1 IP, T u, -—T,u,| ' ) 
lP u, — ul 

A 14. 13- 
?|Piu, -ul i a 
A (PTh Ta Tau) (14. 13-7) 

IP, T u, -T,u,| 

p, = Site “patai = te) (14. 13-8) 


2 
IP iu, — ul 


可 以 看 出 式 (14. 13-4) 的 上 限 包含 1。 因 此， 定理 用 P P, RET T To 
投影 P 和 P, 可 包含 多 个 约束 。 通 常 ， 一 个 约束 集 在 信号 域 ， 而 另 一 个 约束 集 在 变 
换 域 。 





例 14.6 ”一 个 投影 算 符 己 映 射 一 个 函数 wx(x) 到 函数 g(x)， 使 得 g(x) 满足 
s(x) xEDCD, 
g(x) = ‘ ab 
AF, s(x) 包含 所 有 xo ME Po 
解 : PWE 
| Pu -ul =inflv -ul 


因为 g(x) =Pu(x), A 


| Pu-ul =lg-ul =] 1 ete) - u(x) de + Í oy | g(x) = u(x) Pde + 
x ¢ Do xe Do e 


fol EO) ua) ldea f 1 gC) = ula) Ide 
当选 择 g(x) 为 如 下 形式 时 ，1 g -ul 为 最 小 
0 x éDy 
Pins u(x) xED, ND 
s(x) xeD,x(t) >0 
-s(x) xeD,x(t) <0 








14.14 ”从 幅 值 恢复 信号 


这 个 问题 也 称 为 相位 恢复 (phase retrieval) 。 这 种 问题 出 现在 许多 领域 中 ， 如 天 文 、 光 
学 和 X 射线 晶体 学 等 。 在 这 些 领 域 ， 在 每 一 个 测量 点 仅 强 度 (振幅 的 二 次 方 ) 是 可 以 得 到 
的 ， 而 相位 是 待 确定 的 。 

相位 恢复 比 从 相位 恢复 信息 更 困难 。 在 二 维 情况 下 ， 所 有 的 方程 vCx*,y) 、-u(x,y)、 
u(x 一 x0,y 一 yo) 和 wu( —x, -y) 具有 相同 的 傅 里 叶 变 换 振幅 。 除 了 这 四 种 情况 ， 如 果 一 个 时 
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间或 空间 有 限 序列 的 z 变换 不 可 约 (不 能 写 为 z= 或 z 的 一 阶 多 项 式 形式 ) ， 那 么 该 序列 能 
从 它 的 傅 里 叶 幅 值 唯一 确定 [Hayes et al. ] 。 这 个 结论 对 于 一 维 的 情况 是 没有 意义 的 ， 因 为 
根据 函数 代数 定理 ， 所 有 的 多 项 式 都 可 以 分 解 为 一 阶 多 项 式 形式 。 然 而 ， 在 二 维 情况 下 ， 很 
多 多 项 式 是 不 可 约 的 。 因 此 ， 从 傅 里 叶 幅 值 信息 恢复 图 像 是 可 行 的 。 
设 已 知 的 伟 里 叶 变 换 幅 值 是 1U(f)1。 这 两 个 投影 可 以 写 为 
u lul<a 
Piu= 0 其 他 (14. 14-1 ) 
P uel U(f) le?” (14. 14-2) 
式 中 , p) 是 当前 已 知 的 傅 里 叶 相 位 。 
AYP, 是 凸 的 ， 而 忆 Awe, Py 也 可 以 包括 其 他 的 约束 。 
广义 恢复 算法 可 以 写 为 
















































































Ups, + TTDu,, uo 是 任意 的 (14. 14-3) 
ste, T,=1+A,(P,-1), MAT, 可 以 选择 等 于 P|， 因为 P 是 线性 的 。 
当 A, 都 选择 等 于 1， 这 个 算法 即 为 盖 师 贝 格 - 撤 克 斯 通 ( Gerchberg-Saxton) 算法 ， 正 如 
14. 9 节 所 讨论 的 。 
当 u, = P,T,u,_, 时 ， uU, 属于 投影 算 符 为 P, 的 空间 Dio 因此 ， Piu, = u,, 而 且 式 
(14. 13-1) AY E(u,) 化 简 为 
























































E(u,) =1P Uy 41 -Ugyi (14. 14-4) 
式 (14. 13-2) 也 化 简 为 
Ups, = (1 -Ax,) u, + ÀP, Pau, (14. 14-5) 
计算 这 个 方程 的 傅 里 叶 变换 ， 用 算 符 FC +) 表示 傅 里 叶 变 换 ， 可 得 
Uy.) =(1 -Axy) U, + Ag FCP) Pou, ) (14. 14-6) 
根据 帕 塞 瓦尔 定理 ， 式 (14. 14-4) 可 以 写 为 
E(u) = Í . | U) -Urn df (14. 14-7) 








为 了 使 E(w,,) 最 小 化 ， 和 ,可 以 通过 在 范围 0 < A <a 内 进行 简单 的 搜索 来 估计 (a 通常 
是 数字 ， 如 3)。 


14. 14.1 陷阱 和 隧道 


当 至 少 有 一 个 非 凸 的 映射 时 ， 则 可 能 在 这 样 的 点 发 生 收 敛 , 该 点 不 是 每 一 个 单一 7 的 
一 个 不 动 点 。 这 样 的 点 un, 称 为 一 个 陷阱 。x, 不 能 满足 一 个 或 多 个 先 验 约束 ,但 是 却 满 足 
下 式 : 














ee TE (14. 14-8) 
凸 集 不 存在 陷阱 。 另 一 方面 ， 隧 道 可 能 发 生 在 箱 凸 集 (box convex) MIELE, “4 u, 
从 一 次 迭代 到 下 一 次 迭代 的 变化 很 小 的 时 候 ， 会 产生 隧道 。 
陷阱 可 以 在 从 一 次 迭代 到 下 一 次 授 代 E(w) 不 变 (E(w) >0) 时 探测 到 。 如 果 P 是 
线性 的 有 旦 P Tau, =u, AEM u 位 于 垂直 于 Pu, -uw 的 超 平面 内 [Stark] 。 
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14.15 用 最 小 二 乘法 和 广义 逆 法 恢复 图 像 








这 里 讨论 的 方法 是 关于 迭代 的 优化 的 。 男 一 个 图 像 恢复 的 有 效 途 径 是 利用 最 小 二 乘法 。 
对 于 这 种 方法 ,测量 的 图 像 为 





v=Hu+n (14. 15-1) 
AF, HÆ N, xN, 的 矩阵 ; u 是 期 望 的 图 像 ，n 是 噪声 图 像 。 
在 式 (14.15-1) 中 ， 图 像 按 行 或 列 的 次 序 排 列 。 
u 的 无 约束 最 小 二 乘 估计 可 以 通过 最 小 化 下 式 来 获取 : 


























E = Iv - Hul’ =(v-Hu)" (v - Hu) (14. 15-2) 
式 中 ，| IC RNP 范 数 。( 注 : 式 中 的 上 为 转 置 符号 ，* GAMS, t, AH A 
HHE), 
W ERF u 的 偏 导 数 ， 令 其 等 于 0， 结 果 为 
H'v =H'Hu (14. 15-3) 
如 果 大 小 为 N, xm 的 AW 是 非 奇 异 的 ， 则 最 小 二 乘 解 为 
a=-H*y (14. 15-4) 
式 中 , HA WAN) Sc (fami), RANA 
H* = (H'H) `'H' (14. 15-5) 


五 :的 大 小 为 N, xN, o H* WE 
H*H=I (14. 15-6) 
然而 , 五 :五 是 不 等 于 I 的 。H'H 非 奇异 的 一 个 必要 条 件 是 N, N, HH ANB EN. 
WR N, <N,， 且 五 的 秩 是 N,， 则 五 定义 为 
HH* =I (14.15-7) 
满足 式 (14. 15-7) 的 五 :不 是 唯一 的 。 唯 一 性 是 通过 约束 式 (14.15-4)，, 使 其 有 最 小 
范 数 而 获得 的 。 换 言 之 ， 在 所 有 可 能 的 解 中 ， 选 择 了 最 小 的 1 立 1 ”的 解 作为 最 优 解 。 于 是 
伪 逆 为 












































H* =H'(HH')”! (14. 15-8) 
总 之 ， 如 上 讨论 的 , 五 ' 通 常 是 唯一 存在 的 ， 而 且 最 小 二 乘 解 为 H*v。 
五 :还 有 如 下 的 一 些 性 质 . 
(1) HH* = (HH')', AZ, HH* 是 对 称 的 。 
(2) H'H =(H'H)',， 换言之 ,，H'H 是 对 称 的 。 
(3) HH*H=H 
(4) H'HH' =H' 




















14.16 “通过 奇异 值 分 解 计算 A* 


EEH 的 大 小 为 N, x N ， 秩 为 r， 它 的 奇异 值 分 解 (Singular Value Decomposition, 
SVD) 可 表示 为 
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HP, pn 和 内 , 分 别 是 HA'A AA 的 特征 向 量 ; A, 是 奇异 值 , 1<m<r, 
伪 逆 五 * 的 奇异 值 分 解 形式 为 











H= Tip 
将 式 (14.16-2) 代入 式 (14. 15-4)， 伪 逆 解 可 以 写 为 


f= YA p 

m=l1 

st (14. 16-3) 与 下 式 相同 : 
û = > ob, 
m=1 
式 中 
wv 
On = A2 


式 (14. 16-4) 表明 : û Abh H'H AYRE AK AY E [iad o 


SUR EE ETA, HÈ (14. 16-4) 和 式 (14.16-5) 相对 简单 。 但 是 ， 


(14. 16-1) 


(14. 16-2) 


(14. 16-3) 


(14. 16-4) 


(14. 16-5) 


对 于 大 尺度 


矩阵 问题 ， 这 样 做 会 变 得 很 困难 。N = N =256 时 , 五 的 大 小 是 65 536 x65 536。 这 种 情况 


下 采用 奇异 值 分 解 变 得 不 青 可 行 。 


退化 的 点 扩散 也 数 (Point Spread Function, PSF) 是 可 分 离 的 , v = HiuH,， 


也 是 可 分 离 的 ， 且 
û =H, 7 万 > 


那么 广义 道 


(14. 16-6) 











例 14.7 用 伪 逆 求 下 式 的 最 小 二 乘 解 : 
it 2 1 
eoe 
1 3J B 


1 2 
6 7 
H=|2 1|，4= 
7 14 
1 3 
A 的 特征 值 为 A, =10 + /65, A, =10 - /65, AWA 是 非 奇 异 的 , HW 


ean 1/14 -7A 2 1) 10 21 -7 
~ 35\-7 6 /2 1 3) 35\5 -8 1 


最 小 二 乘 解 为 





f: H #lA =H'H H 











614.8 假设 在 信号 域 上 ， 解 受到 某 种 程度 的 约束 ， 而 且 约 束 以 矩阵 形式 作用 于 站。 例如 ， 


这 样 的 算 符 可 能 在 一 定 的 区 域内 限制 图 像 非 零 。 在 这 种 情况 下 ， 求 其 最 小 二 乘 解 。 
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解 : 最 小 化 误差 量度 可 以 写 为 
E = Iv - HTu |° 
式 中 ,7T 是 矩阵 形式 的 约束 算 符 。 
在 有 界 情 况 下 ,7T 是 对 角 和 矩阵 ， 且 其 对 角 元 素 为 1 或 0。 得 到 
E =(v-HTu)'(v -HTu) 
=yy-2uT'Hv+uT'H'HTu 
的 梯度 为 


û = [ T'HĦ'AT] 'T'H'y 





14.17 最 速 下 降 法 


当 为 了 获取 妾 而 不 是 玖 "时 ， 可 以 用 迭代 梯度 法 。 这 个 方法 基于 以 下 事实 : E= |v- 
Hu | 的 最 速 下 降 方向 为 E 对 w 的 负 梯 度 方向 。 
假设 ui 是 向 量 z 的 第 上 次 迭代 。E 对 u, 的 梯度 是 
g, = -2H'(v -Hu,) (14. 17-1) 
迭代 梯度 法 由 下 式 给 出 : 
Uy.) =U, -A%8,, Uy =0 (14. 17-2) 
RP, a, 是 标量 。 


把 式 (14.17-2) 代入 式 (14. 17-1), g, 可 写 为 


gr =8 -QH Hg (14. 17-3) 
可 以 看 出 ， 如 果 满 足下 式 ， 则 u, Wo a, 
0Sa, <- (14. 17-4) 


RP, A, Æ A = H'H 的 最 大 特征 值 。 
如 果 a, 为 常数 ， 这 个 方法 称 为 一 步 梯度 法 。 最 快 收敛 的 最 优 a 值 为 


2 
Qa S 
最 优 
A max + A min 








(14. 17-5) 


式 中 ,A,, 是 4 的 最 小 特征 值 。 

如 果 A 是 高 度 病态 的 ，A 的 条 件数 (A Aan) 会 很 大 ， 而 且 收 和 敛 得 很 慢 。 

如 果 a, 在 每 一 次 迭代 中 都 进行 最 优化 ， 则 这 个 方法 称 为 最 速 下 降 法 。a 的 最 优 值 为 
_ 88 
giAg, 




















(14. 17-6) 


k 


min 





例 14.9 用 两 种 方法 求解 例 14. 7 的 近似 最 小 二 乘 解 : (a) 用 12 次 迭代 的 一 步 梯度 算法 ; 
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(b) 用 3 次 迭代 的 最 速 下 降 法 。 
解 : (a) 在 一 步 梯度 法 中 ，a 人 为 





在 第 一 次 迭代 中 ， 有 


RE E, = |v - Hu, 1 等 于 9. 46, 
这 样 迭代 12 次 之 后 ， 有 





0. 685 0. 555 
“(4953 )? “2 lo. 581 
REN Ep = Iv - Hu, l° =1. 101, 
(b) 用 最 速 下 降 法 ， 通 过 式 (14. 17-6) 在 每 一 次 迭代 时 优化 w。3 次 迭代 后 的 结果 为 


0. 5592 
u, = 
~ (0. 629 

















其 误差 E, = |v - Hu, |? =1. 0285, 





14.18 #4% EA 


EHRE P, iE a, 和 校正 向 量 在 每 次 迭代 时 均 被 优化 。 这 样 可 以 更 快 地 得 到 收 
敛 。 为 了 这 个 目的 ,将 式 (14.17-2) 替换 为 











U, =U, + or, (14. 18-1) 
UP, RENE r, RE TERENE go 
校正 向 量 六 有 如 下 性 质 : 
giar, =0 (14. 18-2) 
[Hr, ] [Hr, | =r,Ar, =0, kz¥m, OSk, m<N (14. 18-3 ) 


式 中 , N 是 4 的 秩 。 
因为 这 些 性 质 ， 算 法 在 N KERE, KATER TA (14.18-1) Fb, AME 
方程 











ri= -8, +Bifr-1> fo = -go (14. 18-4) 
Ar, 
oo (14. 18-5) 
r, ÁF; 
grr 
,二 14. 18-6 
t rAr, ( ) 
g, = -H'v +Au, =8,_, +a,_,ÁF,_, (14. 18-7) 
RAKE a EGA 
N-1 
û = > ar， (14. 18-8) 


m=0 


151 


g 衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 


当 N 是 一 个 大 数 时 ， 算 法 能 在 Y 次 迭代 之 前 结束 。 如 果 豆 的 秩 1NH <V， 则 算法 迭代 M 
次 即 可 收敛 。 





例 14. 10 HIRE AERA 14. 7 的 最 小 二 乘 问题 。 
解 ， 最 小 二 乘 解 满足 





T'H'HTu = T'H'v 
这 与 之 前 用 有 H' =HT 代 蔡 五 具有 相同 的 形式 。 唯 一 需要 改变 的 迭代 方程 是 梯度 方程 ， 变 为 
8; =8,-1 -%1 T'H'Hr,_, 
通过 选择 满足 约束 了 的 初始 图 像 ug 





Tu, = uo 
go 和 ro 为 
go =r, =T'H'(v - Hu,) 
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15.1 本 章 引 论 


衍射 光学 包括 利用 计算 机 计算 生成 全 息 图 ， 并 由 记录 系统 实际 实现 ， 之 后 通常 会 进行 光 
还 原 。 记 录 系 统 有 激光 胶片 打印 机 、 扫 描 电 子 束 打印 机 和 高 分 辩 率 打印 机 等 。 由 于 任何 类 型 
的 波 都 可 以 在 计算 机 中 计算 ， 因 此 衍射 光学 的 应 用 非常 广泛 。 用 这 种 技术 生成 的 数字 全 息 
一 般 称 为 衍射 光学 元 件 (Diffractive Optical Element, DOE), DOE 又 可 称 为 计算 机 制 全 息 
(或 计算 全 息 图 ，Computer-Generated Hologram，CGH)。 由 于 这 些 术 语 等 价 ， 因 此 本 章 中 涉 
及 全 息 图 、DOE 和 CGH 时 其 含义 是 相同 的 。 

众所周知 ， 在 通信 工程 中 ， 复 信号 在 经 过 单一 信道 传输 之 前 需 进 行 某 种 形式 的 编码 。 可 
以 通过 用 复 信 号 的 幅度 调制 载波 的 幅度 或 用 复 信 号 的 相位 调制 载波 的 相位 来 实现 。 被 调制 的 
载波 的 实 部 能 被 传输 ， 通 过 适当 的 解 调 过 程 ， 复 信号 在 接收 端 可 被 恢复 。 全 息 术 和 衍射 光学 
均 基 于 这 样 的 调制 与 解 调 原理 。 

DOE 在 波形 整形 、 激 光 加 工 、3D 显示 [Yatagai，1975 ] 、 光 学 模式 识别 、 光 互联 、 安 
全 设备 [Dittman et al. , 2001] 、 光 通信 /网 络 、 光 谱 学 等 许多 领域 都 得 到 了 应 用 。DOE 的 
一 些 重要 优势 如 下 : 

。 一 个 DOE 能 完成 不 止 一 项 功能 ， 如 在 一 个 单一 元 件 上 拥有 对 应 多 个 透镜 的 多 个 焦 

点 。 它 也 能 被 设计 成 适用 于 多 波长 。 

。 与 折射 和 反射 光学 元 件 相 比 ，DOE 通常 更 轻薄 ， 体 积 更 小 。 

。 对 于 给 定 的 任务 ， 在 大 规模 制造 中 ， 它 们 制造 成 本 更 低 。 

由 于 DOE 基于 衍射 ， 因 此 它们 高 度 色 散 ， 即 其 性 质 依 赖 于 波长 。 因 此 它们 更 常用 于 单 
色光 。 然 而 ， 色 散 性 质 也 能 被 用 作 有 利 的 一 面 。 如 某 一 波长 的 光 会 聚 于 空间 中 的 一 点 ， 另 一 
波长 的 光 会 聚 于 空间 中 的 另 一 点 。 在 用 于 光 通 信和 网 络 的 光学 相 控 阵 这 样 的 器 件 中 ， 色 散 可 
以 用 来 实现 不 同 焦点 处 不 同 波长 光 的 分 离 。 此 外 ， 折 射 和 衍射 光学 元 件 联合 起 来 能 消除 波长 
色散 ， 也 可 以 用 来 实现 消除 球 差 等 目的 。 

生成 DOE 需要 几 个 步 又 ， 包 括 波 采样 、 波 传播 的 计算 (通常 用 FFT) 、 在 全 息 图 上 对 复 
波 前 信息 编码 ， 如 全 息 平面 上 的 一 幅 正 实 值 图 像 ， 以 及 最 终 DOE 的 记录 。 

在 3-D 波 前 编码 中 ， 通 常 相位 的 正确 表示 比 幅 值 更 重要 。 因 此 ， 相 位 受到 更 多 的 关注 。 
在 输出 图 像 强度 的 应 用 中 ， 将 输出 图 像 与 一 随机 相位 因子 (扩散 器 ) 相 乘 能 显著 降低 输出 
振幅 的 动态 范围 ， 而 并 不 改变 图 像 的 强度 [Burckhardt, 1970 ] 。 

本 章 包含 11 节 内 容 。 首 先 介绍 的 几 种 方法 是 利用 透镜 的 傅 里 叶 变 换 性 质 生 成 全 里 叶 变 
换 全 息 的 DOE。 首 个 此 类 方法 是 15.2 节 讨 论 的 罗曼 (Lohmann) 法 。 该 方法 中 ， 通 过 控制 
孔径 的 尺寸 实现 幅 值 调制 ， 通 过 控制 孔径 的 位 置 实现 相位 调制 。15.3 节 讨 论 基 于 罗曼 法 实 
现 DOE 中 所 涉及 的 近似 ， 这 些 近 似 可 对 第 16.6 节 讨 论 的 Lohmann-ODIFIIT 法 进行 补偿 。 
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15.4 节 通 过 选用 固定 尺寸 的 孔径 来 简化 罗曼 法 ， 这 意味 着 幅度 是 固定 的 ; 并 用 第 14 章 中 讨 
论 的 迭代 优化 法 补偿 产生 的 误差 。15.6 节 描 述 了 采用 罗曼 法 进行 的 计算 机 实验 。15.7 节 讨 
论 了 另 一 基于 硬 限 幅 全 息 传 输 函 数 生成 二 值 全息 图 的 傅 里 叶 方 法 。 

之 前 讨论 的 方法 假定 重 构图 像 在 一 个 输出 平面 上 。15. 8 节 中 讨论 的 方法 能 在 三 维 空间 
中 的 任意 位 置 生 成 输出 像 点 。 该 方法 使 用 简单 。 它 是 首次 用 来 展示 如 何 用 扫描 电子 显微镜 系 
统制 作 DOE 的 方法 。15. 9 节 扩展 了 15.8 节 的 方法 ， 使 之 能 在 三 维 空间 中 生成 许多 物 点 。 

所 有 DOE 方法 本 质 上 都 涉及 幅 值 和 相位 的 非 线 性 编码 。 因 此 ， 这 将 产生 谐 波 图 像 。 使 
用 FFT 时， 隐 舍 的 假设 是 物体 是 周期 的 。 这 也 会 造成 图 像 在 重 构 平面 以 周期 性 方式 重复 。 
15. 10 节 介 绍 用 半 不 规则 采样 和 原点 靠近 全 息 平面 的 球面 参考 波 来 生成 仅 有 一 个 图 像 的 单 幅 
图 像 全 息 法 。 该 方法 在 第 19 章 中 将 会 用 于 密集 波 分 复 用 相 控 阵 的 设计 ， 以 便 在 光 通 信和 网 
络 中 得 到 比 现 有 相 控 阵 设计 方法 更 多 的 波段 通道 。 

最 后 一 节 介 绍 一 种 经 典 的 DOE， 其 具有 平面 透镜 功能 ， 称 作 二 元 菲 涅 耳 波 带 片 。 



































15.2 ”罗曼 法 











罗曼 法 与 其 他 许多 DOE 方法 是 为 实现 如 图 15.1 所 示 的 傅 里 叶 变 换 而 设计 的 。 

罗曼 法 〈 也 称 作 迁 回 相位 法 ) ， 全 息 平 面 被 分 成 小 长 方形 ， 每 个 长 方形 包含 一 个 孔径 
[Lomann, 1970], Al 15. 2 给 出 了 罗曼 单元 的 一 个 示例 。 和 孔径 的 尺寸 用 来 控制 幅 值 ， 而 孔径 
位 置 的 变化 用 来 调整 相位 ， 这 将 形成 一 种 二 元 透射 条 纹 。 
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图 15.1 应 用 于 DOE 设计 的 傅 里 叶 变 换 系 统 图 15.2 罗曼 全 息 图 的 第 (n,m) 阶 单元 





令 h(x,y) 为 全 息 图 (wv ,v,) 的 输出 幅 值 ， 它 应 与 理想 图 像 凡 x,y) 成 比例 。 全 息 图 的 
二 元 透 过 率 函 数 可 写 为 
E v, — (n + Pn) òv v, — mòv 
H(v,,v,) = 2 È rect| r Jrect| Wp | (15. 2-1) 
当 倾 斜 平面 波 exp (2mjxov,) 入 射 到 二 元 全 息 图 上 时 ,全 息 图 后 的 复 幅 值 为 H(v, ,0,) exp 
(2mTjxov, ) 。 像 平面 的 复 幅 值 为 H(v, ,v,)exp(2Tjxov, ) FY (eg E I 2B fo 


[xc v,, v, ) etl (x +19) 0, +9, ] dv,dv, 


























= c(8v)’sine[ cdv(x + x) ] > > W,,,sinc(yW,,,v) + exp | 2aj[ 8v( (x + xo) (n+P,,) +ym) ]} 


(15. 2-2) 
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选择 参量 W,,,. Pm 和 常量 x。、c 以 使 得 像 平面 复 幅 值 与 理想 图 像 x,y) 匹配 。 
为 了 便于 式 (15.2-2) 与 目标 图 像 f (x, y) 比较 , f (x, y) 写成 如 下 形式 : 

















在 15.3 节 中 讨论 。 令 式 (15.2-2) 与 式 (15.2-3) 中 的 傅 里 叶 系 数 相等 ， 则 有 
c (v) W „expl 27j[ x,50(n +P p) ]} < F(nòv, mòv) 
F(nòv, mòv) cc (Sv) A „expl 27j(¢,,,/27) | 
W im SAn; Pun ASO, n2 TX (15. 2-4) 
选取 x 80 等 于 整数 M, 4a 





Pan qb 207M (15. 2-5) 


at (15.2-4) 和 式 (15.2-5) 表明 ， 每 个 单元 中 的 孔径 的 高 度 W 和 位 置 P， 可 选择 为 
分 别 正比 于 该 单元 上 的 复 幅 值 F IRE A 和 相位 bo 





15.3 罗曼 法 中 的 近似 


上 一 节 中 ， 为 简单 起 见 作 了 三 个 近似 : (a) sinclcao(x +r) ] = Hit, (b) sinc(yW,,,8v) ~ 
1, (c) exp[27j(xP,,5v)] 二 1。 这 些 近似 对 重 构图 像 的 影响 取决 于 几 个 因素 ,并 且 通 过 适当 
设计 能 够 使 影响 最 小 化 [Lohmann, 1970], 

sinc PRA sinc[ cdu(x+x,)] 造成 x 方向 上 强度 的 陡 降 ， 其 与 像 平面 中 心 距离 成 比例 。 近 
W (a) 认为 在 图 像 区 域内 sine 因子 近似 为 常数 。 如 果 图 像 区 域 尺 寸 为 AxAy， 则 在 影响 最 
严重 的 边缘 x= + (Ax/2) 有 sinc[ cM +c/2]。 这 表明 孔径 尺寸 c 越 小 ， 造 成 强度 上 的 陡 降 越 
小 。 然 而 ， 这 也 会 造成 图 像 亮 度 降低 。 当 cM = 1/2 时 ， 中 心 与 边缘 的 强度 之 比 为 9 : 1。 当 
cM =1/3 时 ， 强 度 之 比 降 到 2 : 1。 因此， 牺牲 强 度 能 换取 重 构图 像 边 缘 强 度 陡 降 的 减 小 。 

sinc 函数 sinc(yW,,,8v) ~1 表明 在 y 方 向 存在 与 (a) 类 似 的 强度 陡 降 。 由 于 Axdv = 1 ， 
WiyW8ol <1Z2 ， 该 近似 更 合理 。 众 所 周知 ， 相 干 成 像 系统 孔径 的 幅度 误差 对 图 像 几 乎 无 影 
响 ， 因 为 它们 不 会 像 相 位 误差 一 样 使 光线 偏离 。 为 减 小 该 近似 的 影响 ， 每 个 丈 可 简化 为 一 
常量 ， 然 而 这 样 会 对 强度 造成 一 定 的 影响 。 
解决 x 方向 的 sinc 函数 陡 降 的 一 种 可 行 方法 ， 是 目标 图 像 除 以 sinc[ co(x +xo)] ， 目 标 
AUR f(x,y) 变 为 

















f(x,y) 
sinc[ cv(x + xo) | 
对 > 方向 不 能 进行 同样 的 处 理 ， 因 为 sinc(yW,,,5v) 由 待定 的 孔径 参数 W np 决定 。 幸 好 ， 这 
个 sinc 因子 较 x 方向 的 sine 影响 小 ， 通 过 调整 全 息 图 的 设计 能 减 小 这 种 影响 。 














FHF lx|<Ax/2 =1/28o，1PI 和 1Z2M， 相 位 误差 范围 为 0 至 T/2M。 当 相位 误差 取 最 大 值 时 ， 
相位 误差 对 应 的 光 程 为 和 A/4M。 当 M =1 时 ， 这 个 误差 处 于 波 相差 的 AM4 瑞 利 准则 内 。 

当成 像 区 域 受 限时 ， 这 些 近 似 的 不 良 影响 会 小 些 。 重 构 误 差 随 偏离 像 平面 中 心 的 距离 增 
长 而 增 大 。 重 构图 像 区 域 越 小 ， 误 差 也 越 小 。 
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15.4 HiRes Siz 


从 上 节 可 知 ， 由 孔径 尺寸 引起 的 sine 振荡 很 难 做 近似 处 理 。 因 此 ， 需 要 使 每 个 孔径 的 
高 度 变 为 常量 ， 以 有 利于 更 简单 的 实现 。 这 将 使 目标 图 像 能 像 在 * 方向 上 一 样 ， 在 7 方向 除 
以 与 y 相关 的 sine 陡 降 ， 因 为 sinc 因子 与 孔径 的 常量 宽度 有 关 。 

逻辑 上 ， 如 果 每 个 孔径 大 小 一 致 ， 则 输出 仅 受 孔 径 的 位 置 影 响 。 这 意味 着 将 所 有 的 信息 
包含 到 了 相位 中 。 下 面 讨论 的 方法 用 于 将 全 息 平 面 的 信息 从 幅 值 中 转 至 相位 中 。 

如 仅 考 虑 目标 图 像 的 幅 值 ， 则 观察 平面 中 每 一 采样 点 的 相位 为 一 自由 变量 。 那 么 ， 可 用 
第 14 章 中 的 迭代 方法 来 减 小 高 度 机 ,的 取 值 范 围 。 假 设 已 采样 的 理想 图 像 幅 值 为 cu， 相 应 
的 不 确定 相位 为 0。 图 像 的 离散 传 里 时 变换 为 1 到,exp(iPTP,) | ams 10° | 表示 所 有 点 n, 
m 构成 的 序列 。 减 小 下 ,的 取 值 范围 的 第 一 步 ， 是 将 6, 的 值 赋 给 初始 理想 图 像 ， 这 些 相 位 
采样 相互 独立 且 都 均匀 分 布 于 ( -mn，m) [Gallagher and Sweeney, 1979]。 得 到 的 图 像 采 样 
的 DFT 记 为 DFT[ | aexp(j0,,) | an] = (AnP GY nn) ano E, PEERS A,n AERE K 


数 4。 修改 幅 值 后 的 谱 的 逆 DFT 为 DFT[ | Aexp(jw,,,) | ] = 1 @,,expG 0,,) 1。 原始 图 像 幅 度 


ou 与 新 的 相位 值 和 ,结合 形成 一 个 新 的 目标 图 像 采样 。 按 照 预先 给 定 的 和 迭代 次 数 重复 进行 
该 过 程 。 最 近 一 次 迭代 获得 的 图 像 相 位 作为 新 图 像 的 相位 。 最 终 的 图 像 相 位 值 与 原始 图 像 幅 
值 结合 在 一 起 生成 用 于 设计 全 息 图 的 W,,,exp(j27P,,,,) o 

通过 全 息 图 域 中 约束 幅 值 和 迭代 操作 ， 全 息 平 面 的 信息 由 幅 值 转移 到 相位 中 。 因 此 ， 减 
小 了 由 所 有 和 孔径 均 为 同一 高 度 所 造成 的 负面 影响 。 于 是 15.3 节 中 的 近似 (b) 也 能 以 近似 
(a) 同样 的 方式 处 理 。 该 方法 的 进一步 归纳 将 在 16. 6 节 中 讨论 。 
























































15.5 量化 罗曼 法 





15.2 节 中 讨论 的 罗曼 法 中 允许 有 无 穷 多 的 孔径 尺寸 和 位 置 ， 这 对 许多 实现 方法 是 不 实 
际 的 。 为 克服 这 种 障碍 ， 可 以 用 离散 方法 来 量化 单元 中 孔径 的 尺 十 和 位 置 。 在 改进 的 方法 
中 ， 仍 然 利 用 每 个 孔径 的 尺寸 来 控制 幅 值 ， 用 孔径 位 置 的 改变 来 控制 相位 ， 只 不 过 幅 值 与 相 
位 的 可 能 值 被 量化 了 。 

在 量化 的 罗曼 法 中 ， 每 个 全 息 图 单元 被 分 成 xN 的 阵列 ， 记 为 V 级 量化 。 这 限制 了 每 
个 孔径 可 能 的 中 心 位 置 和 高 度 。 这 样 ， 每 个 单元 的 相位 和 幅 值 得 到 了 量化 。 特 别 的 是 ， 孔 笃 
中 心 及 个 可 能 位 置 (相位) ， 因 为 单元 在 y 方向 上 是 对 称 的 ， 所 以 共有 包括 0 幅 值 在 内 的 
N/2 + 1 个 潜在 高 度 值 ORED o N 较 大 时 能 生成 接近 真实 全 息 图 的 编码 图 样 。 

例如 ， 我 们 考虑 一 个 被 分 成 4 x4 小 方块 的 罗曼 单元 ， 在 罗曼 算法 中 , 若 = 1/2， 意 味 
着 孔径 宽度 限定 为 整个 单元 宽度 的 一 半 ， 则 该 单元 允许 三 个 归 一 化 幅 值 (0, 1/2 和 1) 及 
四 个 相位 值 ( -T，- m/2，0，m/2)， 总 共有 12 种 组 合 。 量 化 意味 着 在 对 幅 值 和 相位 进行 
量化 时 会 产生 误差 。 因 此 ， 引 入 如 凸 集 投影 法 (POCS) 这 样 的 优化 算法 并 设计 子 全 息 图 循 
环 计算 方法 直至 满足 收敛 条 件 ， 将 是 有 意义 的 。 这 将 在 第 16 章 中 进一步 讨论 。 

量化 孔径 位 置 对 于 实际 实现 是 很 有 用 的 。 比 如 ， 空 间 光 调制 器 (SLM) 可 被 用 来 对 全 息 
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图 每 一 点 的 幅 值 与 相位 调制 进行 实时 控制 ， 但 不 幸 的 是 ，SLM 却 不 能 生成 精确 的 罗曼 单元 ， 
若 要 使 实现 成 为 可 能 ， 则 必须 进行 量化 。 同 样 的 ， 如 11.6、11.7 节 所 讨论 的 ， 制 作 集成 电 
路 的 技术 可 被 用 来 实现 DOE 的 制造 。 由 于 精确 连续 的 表面 浮雕 非常 难以 实现 ， 相 位 与 幅 值 
的 量化 在 所 有 这 样 的 技术 中 也 都 是 必要 的 。 


15.6 罗曼 法 的 计算 机 仿真 


由 罗曼 法 获得 的 二 元 透 过 率 图 样 可 用 以 下 两 种 方法 之 一 来 显示 : 

方法 1: 要 显示 精确 罗曼 全 息 图 (如 和 孔径 尺寸 和 位 置 已 严格 确定 )， 将 图 样 画 在 计算 机 
辅助 设计 布局 图 上 ， 比 如 用 AutoCAD 软件 。 

方法 2: 与 量化 罗曼 法 相同 。 

利用 参量 。=1/2，M =1， 设 计 所 有 全 息 图 [ Kuhl，Ersoy ] ， 设 定 e = 172 意味 着 每 个 孔 
径 宽 度 为 单元 宽度 的 一 半 。 同 时 也 可 看 到 选 定 此 e 值 使 图 像 亮 度 最 大 [ Gallagher, 1979 ] 。 
选取 c=1/2 后 ，M 必须 取 为 1 [Lohmann,，1970]。 并 且 ， 假 定 15.3 节 讨 论 的 近似 都 有 效 。 

图 15.3 给 出 了 尺寸 为 64 像素 x64 像素 的 二 元 图 像 上 了 ， 它 完全 放置 在 像 平面 的 一 边 。 

由 于 全 息 面 的 场 是 实 值 的 ， 因 此 图 像 傅 里 叶 变 换 具有 厄 米 对 称 性 
U[n,m] =U" [N-n,M-m] (15. 6-1) 
图 15.4 给 出 了 图 15.3 中 图 像 的 DFT 的 幅 值 。 
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K 15.3 用 于 生成 罗曼 全 息 图 的 图 像 图 15.4 图 15.3 中 图 像 的 DFT 的 幅度 


























图 15. 5 为 由 上 面 讨论 到 的 方法 2 生成 的 罗曼 全 息 图 ， 


量化 阶 数 为 16。 
图 15. 6 为 仿真 得 到 的 重 构图 像 。 挛 生 像 清晰 可 见 。 

对 图 15.7 中 的 Lena 的 512 像素 x 512 像素 灰 度 图 像 
也 进行 了 实验 。 

图 15. 8 为 由 灰 度 图 像 的 罗曼 全 息 图 得 到 的 计算 机 重 构 
图 像 。 

利用 和 迭代 优化 方法 ， 对 上 述 两 幅 图 像 也 可 使 用 第 15.4 节 
讨论 的 等 幅 罗 曼 法 进行 实验 研究 。 图 像 E 的 等 幅 罗 曼 全 息 图 
如 图 15.9 所 示 ， 由 它 得 到 的 计算 机 重 构图 像 如 图 15.10 所 示 。 图 15.5 图 15.3 中 图 像 的 罗曼 全 息 图 
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类 似 地 ， 由 图 15.7 中 所 示 灰 度 图 像 的 等 幅 罗 曼 全 息 图 的 计算 机 重 构 图 像 如 图 15. 11 所 示 。 








图 15.6 图 15.5 中 全 息 图 的 计算 机 重 构图 像 ” 图 15.7 Lena 的 大 小 为 512 像素 x512 像素 的 灰 度 图 像 


对 比 图 15.6 和 图 15. 10， 可 以 看 出 在 常 幅 值 的 情况 下 ,目标 图 像 上 更 亮 , 但 是 图 像 E 
的 锐 度 稍微 降低 了 一 些 。 常 幅 值 全 息 图 在 像 平面 边 角 产 生 的 噪声 也 更 少 。 

对 比 图 15.8 和 图 15. 11， 常 幅 值 全 息 图 方法 与 原始 方法 相 比 ， 目 标 图 像 依然 更 亮 且 在 像 平 面 
边 角 的 噪声 更 少 。 
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os : LAA 
图 15.8 由 灰 度 图 像 的 罗曼 全 息 图 得 到 的 计算 机 重 构 图 像 ”图 15.9 图 15.3 中 所 示 图 像 的 等 幅 罗 曼 全 息 图 






































图 15.10 由 图 15.9 中 所 示 全 息 图 得 到 图 15.11 由 图 15.7 中 所 示 灰 度 图 像 的 等 幅 罗 曼 
的 计算 机 重 构图 像 全 息 图 的 计算 机 重 构图 像 
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15.7 FRR BAIS 














通过 对 相位 函数 硬 限 幅 可 生成 二 元 传 里 叶 变 换 DOE。 在 此 过 程 中 ， 幅 值 信息 被 忽略 了 。 
为 简 音 起见， 我 们 在 一 维 情 形 下 进行 分 析 。 考 虑 复 函 数 
































A( f) elo) 
被 平面 参考 波 
eit 
调制 得 到 
4( 门 e jlaf+b(/) ) 05 Wf) 
信号 的 实 部 经 过 硬 限 幅 透 过 率 函数 ， 如 图 15.12 “> 205 a) PM) 
所 示 。 
将 函数 加 上 0. 5 进行 修正 ， 使 其 在 0 至 1 间 图 15.12 ” 硬 限 幅 透 过 率 函 数 
变化 ， 这 相当 于 在 DFT 中 相应 增加 了 直流 分 量 。 
采用 双 极 透 过 率 函 数 的 硬 限 幅 信 和 号 由 下 式 给 出 ， 
_1y, ，4(Deos(ar+ 和 (站 ) 
WD =3 [1 HA elb tr) 
h(f) 以 傅 里 时 级 数 的 形式 可 表示 为 [Kozma and Kelly, 1965 ] 
i=. S LD cos( maf + mb()) (15. 7-2) 


2 mA <1 mT 

式 (15.7-2) 表示 随 散射 角 增 大 的 无 穷 多 图 像 。 这 些 图 像 中 最 重要 的 是 由 等 号 右边 的 
1/2 这 项 产生 的 零 阶 像 ， 以 及 由 m=1 项 产生 的 角度 为 +a AOE SHER o 

图 15. 13 为 硬 限 幅 法 实验 中 用 到 的 图 像 ， 该 图 像 的 逆 离 散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 经 过 了 硬 
限 幅 滤 波 器 编码 ， de ae 双 零 阶 滤波 后 的 图 
像 ， 挛 生 像 清晰 可 见 。 为 减 小 幅 值 变化 的 影响 ， 将 图 15. 13 乘 以 漫 反射 器 (随机 相位 扩散 
at), ， 再 将 上 述 过 程 重 复 进 行 。 重 构 结 果 显 示 在 图 15.16 中 。 可 以 看 到 ， 结 果 较 之 前 更 令 人 
满意 ， 这 显示 了 利用 漫 反 射 器 的 相位 编码 法 的 重要 性 。 
























































图 15.13 硬 限 幅 法 实验 中 用 到 的 原始 图 像 图 15.14 硬 限 幅 法 生成 的 全 息 图 
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图 15.15 不 带 随机 相位 漫 反 射 需 的 DOE 重 构 图 15. 16 带 随机 相位 漫 反 射 器 的 DOE 重 构 





> 





15.8 一 种 3-D 点 图 像 重 构 的 简单 算法 


有 时 ， 用 一 种 简单 但 具有 较 好 和 鲁 棒 性 的 算法 来 检验 新 结果 、 新 实验 等 是 更 好 的 选择 。 下 
面 给 出 的 算法 对 达到 这 种 目的 很 有 有 用， 并 首次 展示 了 用 扫描 电 子 显微镜 实现 DOE 算法 的 可 
行 性 [Ersoy, 76]。 尽 管 开 始 很 简单 ， 该 算法 随后 发 展 得 更 加 复杂 ， 以 便 在 空间 中 任意 位 置 
生成 3-D 图 像 [Bubb，Ersoy ] 。 这 种 方法 与 其 他 方法 很 不 一 样 ， 因 为 它 没 有 明显 地 依赖 傅 里 
叶 变 换 ， 它 也 可 产生 将 在 15. 10 节 中 讨论 的 单 幅 图 像 全 息 术 ， 并 且 它 在 第 18 章 中 的 光学 相 
控 阵 中 会 得 到 进一步 应 用 。 

WER (x,,y,,z,) 表示 被 重 构 物 点 的 位 置 ， (x;,y,,z;) 表示 全 息 图 中 相 移 孔径 的 位 置 ， 
对 平面 入 个 孔径 集 应 用 惠 更 斯 - 非 涅 耳 原 理 ， 有 


U(%,,y,,2,) = > Joc „Ti L ) 二 P eos ddx,dy, (15. 8-1) 
其 中 ， 5 是， 稍 与 由 各 夭 中 心 到 电 点 的 向 量 之 间 的 交角 ， 六 为 该 癌 量 的 长 度 ; A 为 波长 ;是 
假定 U(x;,y;,z;) 为 单位 复 振幅 平面 波 ， 对 于 小 尺寸 的 全 息 图 ， 可 以 认为 cos6 为 常数 。 
如 果 全 息 面 的 相位 变化 与 exp(jkr,) 相 比 也 很 小 的 话 ， 上 面 的 等 式 可 近似 为 
cos exp (jkr,, ) 
E es eS d, y f e 7 ay. (15.82) 


式 中 ，0 =kr NS i S44 aE wl 
假设 每 个 孔径 都 是 x-y 平面 内 尺寸 为 d， xd, 的 长 方形 ， 中 心 点 为 (x,,7,,.0), WEAH 
径 向 距离 ,满足 






























































kr,, =27 +0,, n 为 整数 (15. 8-3) 
利用 夫 琅 禾 费 近似 ， 孔径 处 的 源 场 可 看 作 由 完 sinc PRAGUE WAY UR ALK, «sh (15.8-2 ) 


的 积分 变 为 二 重 求 和 : 
E E E a d, YY exp(j0, )sine( ae Jine (Z) (15. 8-4) 
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X; =% 2x; 
Y, =y,- Y; (15. 8-5) 
R =7, 的 均值 

如 果 将 所 有 的 9, 设 为 9， 且 x;,，y, <<r;，sinc 图 数 可 用 1 RE, HA 


U(4,.¥,5%.) = Rid No” (15. 8-6) 


因此 ， 场 的 幅 值 正比 于 d,d,N， 当 平面 波 以 直角 入 射 到 全 息 图 上 时 ， 其 相位 为 9， 即 为 
轴 上 平面 波 。 如 果 入 射 波 在 全 息 面 上 有 相位 变化 ， 则 在 每 个 全 息 点 上 的 相位 为 B,， 则 式 
(15. 8-3) 应 写 为 


式 中 





kr; +B, =2mn + 0,, nn 为 整数 (15. 8-7) 

可 选择 孔径 位 置 (x,,y,) 使 得 0 为 常数 。 全 息 图 孔径 生成 的 所 有 波 前 在 特定 物 点 位 置 
相位 相 加 ， 由 此 获得 一 个 物 点 。 因 此 ， 场 的 幅 值 正比 于 d.d,N， 并 且 当 平面 波 重 直入 射 到 全 
息 面 上 时 ， 其 相位 为 0。 如 果 在 空间 中 不 同 地 点 存在 满足 式 (15. 8-6) 的 孔径 组 ， 则 本 质 上 
就 产生 了 在 每 一 物 点 具有 确定 幅 值 与 相位 的 采样 波 前 。 注 意 ， 式 (15. 8-6) 的 调制 很 简单 ， 
改变 d, 和 (或) N 可 调制 幅 值 ， 改 变 9 可 调制 相位 。 事 实 上 ,WN 通常 是 一 个 很 大 的 数值 ， 
这 意味 着 它 几 乎 可 以 连续 变化 ， 于 是 幅 值 调制 能 达到 很 高 的 精度 。 

如 果 幅 值 调制 精度 不 需要 很 高 ， 这 种 方法 在 近 场 也 很 有 效 ， 因 为 在 每 一 物 点 +, 都 被 精 
确 计 算 。 如 果 和 孔径 是 圆 形 的 ， 则 用 一 阶 贝 塞 尔 函 数 取 代 sine 函数 ,但 式 (15.8-6) 本 质 上 
保持 不 变 。 

实际 应 用 中 ， 首 先 随机 选取 全 息 面 上 的 每 一 个 点 孔径 ， 然 后 沿 x 或 了 方向 细微 移动 使 得 
其 中 心 坐标 满足 式 〈15.8-7) ， 且 9 为 常数 。 可 以 忽略 孔径 的 重生 以 节省 内 存 。 


























15.8.1 实验 


用 以 上 描述 的 方法 测试 采用 扫描 电子 显微镜 实现 的 DOE [ Ersoy, 1976 ] 。 连 续 曝光 的 工 
作 区 域 为 2mm x2mm。 点 孔径 的 数目 为 4096 x 4096， 最 小 可 达到 的 直径 为 1um。 实 验 中 ， 
使 用 的 全 息 图 材料 为 KPR 负 性 光 刻 胶 或 者 PMMA 正 性 光 刻 胶 。 

图 15.17 和 图 15.18 为 由 两 幅 生 成 的 全 息 图 重 构 得 到 的 图 像 。 计 算 时 使 用 波长 为 
0. 6328pm 的 He-Ne 激光 。 图 15. 17 中 ， 在 物 平面 中 3cm 长 的 线 上 选取 11 个 点 ,满足 z= 
60cm, x =40cm,，0y<3cm。 使 用 的 全 息 图 孔径 数目 为 120 000， 每 个 上 面 有 8 x8 个 相 邻 
点 。 图 像 中 的 点 选取 为 等 强度 。 相 片 拍 摄 于 距 全 息 图 约 60cm 处 ( 即 焦 平面 )。 阻 挡 主 波束 
使 胶片 不 过 度 曝 光 ， 可 以 看 到 存在 实 像 和 共 斩 像 。 

为 显示 三 维 效果 ， 利 用 图 15.18 中 的 物体 。 四 个 字母 每 个 都 选取 在 空间 中 的 不 同 平面 
上 ， 四 个 平面 距 全 息 图 分 别 为 60cm、70cm、80cm 和 90cm。 如 果 所 有 的 字母 都 在 同一 个 平 
面 上 ， 则 它们 在 x 方向 上 的 间距 为 1em。 从 图 片 中 可 以 看 出 ， 由 于 深度 的 影响 ， 从 第 一 个 字 
母 到 最 后 一 个 字母 间距 逐渐 减 小 。 由 于 在 距 全 息 图 约 90cm 的 平面 即 字 母 E 所 在 的 焦 平 面 拍 
照 ， 所 以 E 最 亮 , L 最 暗 。 所 用 全 息 图 孔径 的 数目 为 100 000， 每 个 孔径 有 4 x4 个 相 邻 点 。 
图 像 上 的 点 的 强度 相同 。 



































161 





衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 





图 15.17 由 扫描 电子 显微镜 生成 的 DOE EH 图 15.18 3-D 空间 中 单词 LOVE 的 重 构 ， 
空间 中 3cm 长 直线 上 的 11 个 点 每 个 字母 处 于 空间 中 不 同 的 平面 上 
































15.9 ”快速 加 权 零 交叉 算法 








15.8 节 中 讨论 的 算法 ， 相 当 于 在 全 息 图 上 选取 许多 随机 位 置 的 球面 波 的 相位 零 交 叉 点 。 
这 种 方法 的 一 个 缺点 是 当 物 点 增加 时 ,全息 图 快速 饱和 。 此 外 ,计算 量 也 很 大 。 为 解决 这 些 
问题 ， 可 采用 快速 加 权 零 交叉 算法 (FWZC) [ Bubb, Ersoy ]。 

对 坐标 为 (xu, 和 ,za) 的 每 一 需要 生成 的 物 点 ， 
FWZC 的 步 又 如 下 。 

(1) 分 别 计 算 x 轴 、y 轴 上 最 邻近 原点 的 相位 零 交 叉 
点 Ax, Ay, WEI 15. 19 Prax, 

& (Axi,0,0) 为 x 轴 上 零 交 叉 点 的 位 置 ， 则 











一 最 邻近 原点 的 零 交 叉 点 的 位 置 








z Ax 
ri = N(x, -Ax )? +y +2 =nA (15. 9-1) < 一 ~ i 


oi 


r! = lx? +y +2 =nA +B (15. 9-2) 图 15. 19 ”最 邻近 原点 的 零 交 叉 点 
解 上 述 方程 得 Ax, 为 





Ax, =x, + Vx + (B° -2Br',) (15.9-3) 
可 以 推导 出 Ay, 具有 完全 相似 的 表达 式 。 
(2) 利用 海伦 表示 [Ralston ] ， 计 算 这 些 零 交 义 点 与 物 点 的 距离 r,.、r,。 例 如 ， 经 推导 
r, 为 














1 





=z |3 + +y -一 一 一 一 .9- 
nsaba -rapan (15. 9-4) 
T: (15. 9-5) 
1 
eS (15. 9-6) 
2 Jz 
x, = (x, -Ax )z, (15. 9-7) 
i = V0%o (15. 9-8) 


(3) 确定 x 轴 上 所 有 的 零 交 叉 点 。 从 * 轴 上 任意 一 零 交 叉 点 开始 计算 ， 如 从 * =a 点 ， 
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要 计算 下 一 零 交 叉 点 ， 如 * = 点 。 取 距离 函数 r = V(x -xzo) +99 +25 AIZE E R BT 
项 ， 结 果 为 








Re ben _r(a)A re a [ey -| (15.9-9) 


x,—@ x,a 

当 在 x 轴 负 方向 采用 相同 步骤 时 ,，r(5) -r(a) = 入 ， 相 似 的 分 析 表 明 式 (15. 9-9) 中 右边 第 
一 项 应 改变 符号 。 

(4) 对 y 轴 正 负 方 向 采用 相同 的 步骤 可 以 找 出 所 有 零 交叉 点 。 

(5) 对 任意 x =x,，y =， 如 果 (wi ,0)，(0,y) 是 零 交 又 点 ,在 非 涅 耳 近 似 有 效 
的 情况 下 〈x ,yi ) 也 是 零 交 叉 点 。 

利用 * 轴 、y 轴 上 所 有 “快速 ” 零 交 叉 点 ， 在 全 息 面 上 形成 零 交 叉 点 网 格 。 也 可 以 通过 
在 “快速 ” 零 交 叉 点 间 插 值 来 生成 其 余 的 零 交 叉 点 。 

(6) 生成 的 零 交 叉 点 网 格 如 图 15.20 所 示 ， 其 指示 了 孔径 位 置 的 中 心 ， 这 些 孔径 在 记 
录 介 质 上 生成 所 需 的 全 息 图 。 

每 一 物 点 的 零 交 叉 点 一 旦 生成 ， 便 指定 “ 击 中 ”名 
的 位 置 。 计 算 所 有 物 点 的 零 交 叉 点 以 后 ， 每 一 孔径 位 置 
0 到 物 点 的 数目 。 图 15. 21 给 出 了 这 一 过 程 。 


口 o% p o o 


TS ( 比如 ，1) 来 标记 它们 在 网 格 上 
将 积累 许多 “ 击 中 ”， 其 个 数 范围 为 












































口 o «oO 口 口 增加 的 计数 值 至 少 所 需 孔 径 的 数目 
口 o o o o 
30 46 748 
~ — e 
29 64 816 
o o +o a o 
28 71 903 
a a aka 5 aj 27 86 274 
26 95 816 
Y 25 106 892 
24 145 981 
。 表示 坐标 轴 上 的 原始 零 交 叉 点 - 
口 表示 交叉 点 间 的 新 的 零 交 叉 点 




















图 15.20 ”生成 的 零 交 叉 点 网 格 图 1$. 21 全 息 图 上 零 交 义 点 的 积累 


对 于 复杂 的 物 场景 ， 绝 大 部 分 孔径 位 置 将 积累 一 个 “ 击 中 ”。 接 着 ,可 设置 一 个 “ 
中 ”数目 的 阅 值 ， 并 只 对 “ 击 中 ”数目 超过 指定 阅 值 的 孔径 进行 编码 。 这 样 ， 我 们 选取 了 
那些 最 重要 的 零 交 叉 点 ， 比 如 ， 选 择 了 那些 对 重 构 物体 贡献 最 大 的 零 交 叉 点 。 实 际 中 效果 很 
好 的 一 种 设计 方案 为 ， 设 定 阔 值 使 得 生成 的 孔径 大 约 获 盖 全 息 面 的 一 半 。 

国 值 设计 方案 存在 一 个 问题 。 考 虑 式 (15. 9-9) 给 出 的 x 轴 上 零 交 叉 点 之 间 的 间隔 。 当 
xo 增 大 时 ， 零 交叉 点 之 间 的 间隔 减 小 。 这 将 造成 离 物 体 中 心 较 远 的 物 点 有 更 大 数目 的 零 交 
又 点 。 为 尝试 改变 这 一 现象 ， 可 为 每 一 零 交 叉 点 指定 不 同 的 “ 击 中 ”数目 ， 使 得 每 一 物 点 
的 总 “ 击 中 ”数目 为 常数 。 实 现 这 一 方法 的 一 种 可 行 方案 是 


人 每“ 零 交叉 点 的 林 击 中 次 数 = 要 














4 
ax = z 15. 9-10 
MORERA ( ) 
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式 中 ,4 为 一 适当 大 的 常数 。 
15.9.1 离 轴 平 面 参考 波 


ija 


其 中 


铀 倾斜 的 离 轴 平 面 波 可 写 为 
U(x,y) =e 
ay -sing 
À 


AF, 0 为 平面 波 与 光 轴 的 夹 角 。 
利用 该 表达 式 ， 式 (15.9-1) 变 为 


ru =nA +xsing 


其 余 的 步骤 和 同 轴 平 面 波 法 的 步骤 相同 。 
15.9.2 实验 
我 们 用 前 述 方法 [ Bubb, Ersoy] 生成 了 许多 全 息 图 。 图 15. 22 为 FWZC 方法 生成 的 一 


幅 全 息 JUA 





图 。 用 He-Ne 激光 器 照射 缩小 太 才 的 该 全 县 图 胶片 以 如 


(15. 9-11) 


(15.9-12) 


(15.9-13) 





E 构 物体 ， 如 图 15. 23 所 示 。 











图 15.22 FWZC 方法 生成 的 一 幅 全 息 图 图 15.23 由 图 15.22 中 全 息 图 重 构 得 到 的 同心 圆 

图 15. 23 的 重 构图 像 为 半径 从 0.08 ~0. 15m 的 七 个 同心 圆 ， 这 些 同心 圆 处 于 空间 中 不 同 
的 z 平 面 中 : 最 小 的 位 于 0.75m 处 ， 最 大 的 位 于 0. 6m 处 。 这 些 同心 圆 在 z 轴 上 的 间隔 清晰 
因为 视差 和 透视 缩短 的 效应 很 明显 。 在 所 有 进行 的 实验 中 ， 没 发 现 对 物 点 数目 的 实际 


可 见 ， 
限制 。 




















15.10 ” 单 图 全 息 术 


对 


是 因为 平面 全 息 图 的 两 面 在 物理 空 








于 垂直 照射 全 息 图 的 参考 平面 波 ， 很 容易 明白 ， 用 不 同 编码 方法 都 会 产生 李 生 像 ， 这 









































间 是 对 称 的。 如果 我 们 将 物 光波 看 作 从 单个 物 点 发 出 的 球 





面 波 的 又 加 ， 则 相对 全 息 面 互 为 镜像 的 点 ， 对 应 全 息 图 上 幅 值 相同 、 相 位 相反 的 物 光波 。 因 


此 ， 当 
图 孔径 
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我 们 选择 对 应 虚像 相位 p, 的 全 息 图 孔径 i 时 ， 相 位 为 - 


oO 





p: 的 实 像 也 对 应 相同 的 全 息 


sse nsx O 


结论 是 要 分 离 出 一 个 像 ， 全 息 图 两 边 的 两 个 物理 空间 的 对 称 性 需要 尽 可 能 地 被 消除 。 全 
息 面 不 为 平面 或 者 参考 波 为 非 重 直人 射 平面 波 时 就 能 改变 这 种 对 称 性 。 然 而 ， 选 择 另 一 种 简 
单 的 几何 结构 如 离 轴 平 面 波 能 消除 对 称 性 ， 使 得 两 个 像 处 在 与 以 前 不 同 的 位 置 。 

球面 参考 波 是 个 不 错 的 选择 ， 因 为 它 用 一 个 透镜 
便 可 很 容易 获得 [ Ersoy, 1979], WR AR CR, 
透镜 的 焦点 可 选择 为 穿 过 全 息 图 使 得 主 波束 和 零 级 兴 





























能 被 焦点 处 的 挡 板 滤 掉 。 在 下 节 中 ， 将 验证 这 个 想 
ee 图 15. 24 单 图 全 息 术 的 装置 
在 15.7 节 中 讨论 到 的 编码 技术 中 ， 每 一 个 全 息 
孔径 依 下 式 选择 : 
中 (xy;) +hr,, =2nT +d, (15. 10-1) 


在 这 种 情况 下 ， 四 (x,,y,) 是 波 从 参考 波 前 初始 点 (x.,y,,z.) 传播 到 全 息 孔 径 (y) 
时 产生 的 相 移 ; 妈 ,是 波 从 全 息 图 上 的 孔径 (%;,y;) 传播 到 物 点 (%,,y,,z,) 时 产生 的 相 移 。 
半径 由 下 式 给 出 : 





ry = + VX, -i) +(y, y) +2, (15. 10-2) 
+(- ) 号 用 来 表示 物体 的 实 CHE) 。 
对 于 焦点 在 (x,,y,,z,) 处 的 球面 参考 波 ， 参 考 波 的 相位 办 (%,,y,) 可 写 为 
Cxi) = hr (15. 10-3 ) 
式 中 





ra= +(x.) + (YY) +% (15. 10-4) 
+(-) 号 用 来 表示 透镜 焦距 在 全 息 图 的 前 面 (后 面 ) 。 
等 式 (15. 10-1) 可 写 为 





A 
r +r; =nA Jot (15. 10-5) 
27 


假设 孔径 的 位 置 沿 预 定 的 方向 ， 如 x 方向 ， 移 动 距离 A， 以 满足 等 式 (15.10-5)。 那 
A, YBR r Mr KEA 








r= ra 2A ew) +47 (15. 10-6) 
ri, = ra -2A(x, —%;) + 人 (15. 10-7) 
r! +r 满足 
r.+ri=r,+r,,-B (15. 10-8) 
解 方程 式 (15. 10-8) 得 A 为 
A=C,[1- /1-G/¢,] (15. 10-9) 
式 中 
C, ai (15. 10-10) 
F, 
F, 
C, EF, (15. 10-11) 
F =F,(X+X,) +X +X r, (15. 10-12) 
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=(r, +r) —-(X-X.) -2F, (15. 10-13) 

F, =2F rr, — Fs (15. 10-14) 

F, =r r; - F; (15. 10-15) 

F, = -+B(r, +r.) (15. 10-16) 

注意 ， 可 以 通过 改变 每 一 物 点 对 应 的 全 息 孔 径 的 数目 来 实现 物 点 的 幅 值 调制 ， 一 数 


目 与 该 点 的 理想 幅 值 成 比例 。 尽 管 球面 波 的 幅 值 在 全 县 图 上 缓慢 变化 ， 孔 和 eam 
平均 效果 可 以 使 我 们 认为 幅 值 是 恒定 的 。 


15.10.1 成 像 分 析 


为 了 分 析 这 种 方法 ， 半 径 的 长 度 可 以 扩展 到 傍 轴 近似 [ Meier，1966 ] 。 假 设 不 用 球面 参 
考 波 ， 而 用 如 下 的 平面 参考 波 : 











Lae (15. 10-17) 
则 等 式 (15. 10-5) 在 傍 轴 近似 下 可 写 为 
x (a-%} +y:(@-2) 72% ona p (15. 10-18) 
í Zo ' Zo 225 QT 


AF, z 符号 的 选取 应 与 式 (15. 10-2) 中 一 致 。 























如 果 选 用 式 (15. 10-4) 所 描述 的 球面 参考 波 ， 式 (15. 10-5) 可 写 为 
和 (15. 10-19) 
式 中 
0 +90 “ty. 
F,.= oe. (15. 10-20) 


上 述 各 式 中 za Mz, 符号 的 选取 应 与 式 (15. 10-2) 和 式 (15. 10-3) 中 一 致 。 
忽略 常数 项 So 、 Fo, WER n, REI (15. 10-18) 或 式 (15.10-19) 成 立 ， 图 像 便 


可 形成 。 可 知 ， 若 式 (15. 10-18) 对 物 点 〈x ,加 ,aa) 、 方 向 余弦 为 〈(a,B,y) 的 参考 波 和 波 
长 和 A 成立， 则 其 对 物 点 (xi ,ys,zs)、 方 向 余弦 为 (a',B',y') 的 参考 波 和 波长 A' 亦 成 立 ， 
因此 








= (15. 10-21) 

m 

, Afa'-ma 
n= ~ za +a | (15. 10-22) 
;= (e fa +x | (15. 10-23) 


RP, m 为 整数 ，m 取 值 为 1 和 -1 分 别 对 应 实 像 和 虚像 ，m 取 值 为 0 对 应 零 级 波 ， 即 一 个 
与 原始 参考 波 传 播 方 向 相同 的 平面 波 ，m 取 其 他 值 时 对 应 高 阶 像 。 

同样 ， 如 果 式 (15. 10-19) 对 物 点 (xy ,yo ,如 )、 焦 点 为 (x.,y,,z,) 以 及 波长 为 A 的 参 
考 波 成 立 ， 则 对 物 点 (x ,yi ,zy)、 焦 点 为 (x,y) 以 及 波长 为 A' 的 参考 波 也 成 立 ， 于 是 
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3 -人 rs ) (15. 10-24) 
x) =z? Am{ 24%) -过 (15. 10-25) 
Y =Z Am{ Ze 20) 2 (15. 10-26) 
RP, m 为 整数 。 
注意 ，m 取 为 0 时 对 应 于 与 参考 波 相 同 、 在 焦点 会 聚 的 波 。 如 果 am > >z， 并 且 假 设 初 
始 参 考 波 和 最 终 参考 波 相 同 ， 日 m 关 1 时 ， 像 的 位 置 由 下 式 近似 给 出 
让 一 一 (15. 10-27) 
xj =a, +m ay (15. 10-28) 
=y tm a (15. 10-29) 


换言之 ， 如 果 透 镜 焦 点 离 全息 图 足够 近 ， HUB m = 1 对 应 的 像 外 ， 其 他 所 有 的 像 必须 离 
全 息 图 足够 近 ， 以 至 于 在 目标 图 像 所 处 的 较 远 位 置 处 完全 离 焦 。 


然而 ， 可 以 一 次 具 聚 焦 某 一 阶 的 衍射 光 。 如 果 第 m 
使 得 式 (15. 10-24) 、 


容易 找到 相应 的 (x ,y!,z!)， 

那么 ， 

息 图 很 近 的 位 置 。 
以 上 分 析 不 总 是 


MATIERE EN (xi ,y; ,z’)， 
i ee 
所 有 其 他 的 像 在 目标 像 所 处 的 较 远 位 置 处 完全 离 焦 ， 因 而 不 可 见 ， 因 为 它们 处 在 离 全 


合理 的 ， 因 为 当 球面 参考 波 接 近 全 息 图 时 ， 傍 轴 近 似 便 很 难 成 立 。 因 


此 ， 除 所 需 目 标 像 外 ， 其 他 像 可 能 不 好 和 定义。 同样 所 用 的 编码 技术 在 离 全 息 图 很 近 的 距离 时 


可 能 会 失效 ， 


上 述 等 式 表 明 像 必须 聚焦 在 靠近 


特别 是 由 于 全 息 孔 径 配 准 误差 的 影响 。 
为 了 支持 上 述 讨论 ， 考 虑 式 (15. 10-24) 、 
利用 平面 波 来 实现 重 构 。 同 样 设 z > >z, 


xt (15. 10-26) 
和 A 等 于 和 A'， 得 到 


2 一 一 
o= 
m 


, Ze 
Xo =X, + — Xo 
Zo 


' Ze 
Yo SY. + 2° 


斤 全 息 图 的 位 置 。 有 LEN 感 兴趣 的 空 


像 和 所 需 目标 像 之 间 的 干涉 达到 了 最 小 化 。 


当 z 更 小 时 ， 观 察 高 阶 图 像 的 位 置 变 化 也 很 有 趣 。 由 式 (15. 10-24), 


K, A 


随 着 mK, i z,/m。 这 表明 全 息 图 离 透镜 焦点 越 近 ， 将 1 





t 
ps Zee 
Zo 一 





$ 
MZ, =Z, 


式 (15. 10-33) 的 一 个 重要 推论 是 存在 可 变 的 聚焦 距离 ; 通 





中 当 z' 一 oo 的 情况 ;换言之 ， 


(15. 10-30) 
(15. 10-31) 


(15. 10-32) 
sx 间 中 不 存在 成 像 ， 表 明 谐 波 


对 于 相同 波 


(15. 10-33 ) 


eM LI SHR 





过 微调 透镜 的 位 置 可 以 任意 
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改变 对。 
15.10.2 实验 


为 了 从 实验 上 验证 上 述 猜想 ， 用 15. 8 节 讨 论 
的 扫描 电子 显微镜 系统 生成 全 息 图 。 对 于 所 有 全 
息 图 ,全息 图 的 尺寸 均 为 2mm x2mm, 孔径 的 尺 
寸 在 1pm EK, 

图 15.25 所 示 为 用 He-Ne 激光 器 发 出 的 垂直 
平面 参考 波 对 某 一 物 点 的 全 息 图 重 构 。 在 中 心 处 ， 
可 以 观察 到 过 度 曝 光 的 主 光束 ; 主 光束 的 右边 是 
轻微 过 度 曝 光 的 物 点 的 实 像 和 高 阶 实 像 。 主 光束 的 
左边 是 虚像 和 高 阶 虚像 。 

用 球面 参考 波 生成 某 一 物 点 的 三 个 全 息 图 ， 使 
透镜 焦点 在 全 息 平面 左 侧 1cem、3cm、5cm 处 ， 其 
x y 坐标 与 全 息 图 中 心 点 的 相同 。 图 15. 26 为 焦 
点 位 置 在 全 息 平面 左 侧 Sem 的 全 息 图 的 再 现 结果 。 
图 中 只 有 一 个 可 见 物 点 ; 较 暗 的 方块 是 扩大 的 全 息 
KZ; PERE T Aim, K 15. 27 为 相同 
物 点 但 在 透镜 焦点 处 用 挡 板 滤 掉 主 光 束 和 零 级 像 后 
的 重 构图 像 。 焦 点 在 全 息 平 面 左 侧 om 和 3cm 的 
全 息 图 给 出 了 相同 的 结果 ， 从 而 支持 了 上 述 讨论 
| Ersoy, 1979], 

图 15.28 给 出 了 对 更 复杂 物体 的 重 构 。 全 息 图 
离 透 镜 焦 点 3cm,，x、y 坐标 与 全 息 图 中 心 点 的 相同 。 
在 实验 过 程 中 ， 可 观察 到 很 容易 在 不 同 距离 上 聚焦 
图 像 ， 因 此 也 很 容易 通过 对 透镜 位 置 的 细微 调整 控 
制图 像 的 尺寸 ,这 进一步 验证 了 式 (15. 10-33) 是 
正确 的 。 























































































































































































































图 15.27 MH Sem 全 息 图 经 滤波 得 到 的 单个 可 见 图 像 
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图 15.25 利用 He-Ne 激光 重 构 
物 点 得 到 的 不 同 阶 像 














Al 15.26 5cm 全 息 图 








得 到 的 单个 可 见 














图 像 


图 15.28 数字 3 的 单 重 构图 像 
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15.11 菲 涅 耳 波 带 片 





在 讨论 DOE 更 复杂 的 设计 之 后 ， 我 们 回 到 从 前 ， 讨 论 一 种 经 典 的 DOE， 即 菲 涅 耳 波 带 
Jr (Fresnel Zone Plate，FZP) 。 这 样 的 DOE 可 被 用 作 平 面 透镜 ， 能 被 大 量 制造 ， 常 用 于 高 
架 投影 仪 等 技术 应 用 中 。 本 节 将 讨论 二 元 FZP， 其 包含 不 透明 和 透明 的 圆 环 形 区 域 。 
图 15. 29 给 出 了 一 个 例子 。 图 15. 30 是 FZP 的 侧 视图 。 


Y I 
































SN Zi. 
图 15.29 二 元 非 涅 耳 波 带 片 图 15.30 FZP 的 侧 视图 
在 图 15. 30 中 ， 光 线 经 由 SOP 和 SAP 传播 的 光 程 差 为 
A(r) = (po +p) - (z +z) = Mr +2 + Vr +z - (z +z) (15. 11-1) 
ne AEE Ba Ben, EAN FERK [Hecht]: 
nA =A(r) (15. 11-2) 





P n BARE AA AAPA roan r 的 圆 之 间 的 环形 区 域 。 注 意 ， 半 径 为 7, 的 圆 对 P 点 的 场 的 
贡献 与 半径 为 7, 的 圆 对 P 点 的 场 的 贡献 相差 半 个 波长 。 据 此 易 知 ， 相 邻 波 带 的 场 相 互 抵消 。 
此 ， 如 果 所 有 的 偶数 波 带 或 者 奇数 波 带 被 遮挡 ，P 点 处 的 场 将 增强 ,余下 的 菲 涅 耳 波 带 相互 增强 ， 





























在 距离 z 处 产生 聚焦 点 。 假 设 波 带 片 被 平面 波 照射 , zoo, HSA, 式 (15.11-1) BH 
£ = j -+ (15. 11-3) 


式 中 , h 为 焦距 。 
FZP EEREN A 的 透镜 。 显 然 在 有 /3、 有 /5、 有 /7 等 处 还 存在 着 其 他 焦点 [Hecht], 
SR, H FZP 上 第 n 级 圆 的 半径 ， 且 满足 














R, (n+) -fo (15. 11-4) 
利用 式 (15. 11-3) ， 式 (15. 11-4) BW 
> _p[md IfnAT E 
Raft aage] (15. 11-5) 
当 n 很 大 时 , st (15.115) 等 号 右边 第 二 项 可 以 忽略 ， 因 此 
R, ~ mf (15. 11-6) 
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16.1 本 章 引 论 


本 章 是 第 15 章 的 延续 ,涵盖 更 多 有 关 衍 射 光学 的 方法 。 本 章 包 含 7 节 。 第 16. 2 节 讲 述 
虚拟 全 息 术 的 方法 ,通过 改善 制造 技术 ,使 DOE 更 容易 处 理 。 它 也 拉 近 了 全 息 术 与 传统 光 
学 的 距离 。 

16.3 节 讨 论 了 14. 8 节 中 谈 到 的 用 于 设计 二 元 DOE 的 凸 集 投影 方法 (POCS), 16.4 节 讨 论 
了 一 种 合并 POCS 的 新 方法 一 一 交叉 迭代 技术 (IT) 。 在 该 方法 中 ， 子 全 息 图 (subholograms ) 
被 创建 ， 并 且 子 全 息 图 的 迭代 设计 是 基于 最 小 化 每 一 迭代 过 程 中 的 残余 重 构 误差 来 实现 的 。 

16. 5 WA UT 与 FFT 算法 中 用 到 的 频率 抽 选 性 质 ， 提 出 一 种 更 好 、 更 快 的 设计 子 全 息 
图 的 策略 ， 称 作 最 优 频率 抽取 交叉 迭代 技术 (ODIFIIT) 。16. 6 节 进 一 步 推广 了 15. 4 节 中 用 
于 每 一 罗曼 单元 中 幅 值 与 相位 量化 的 等 幅 罗 曼 法 。POCS 法 被 用 于 子 全 息 图 的 优化 。16.6 节 
结合 了 罗曼 法 与 ODIFIIT 法 ， 通 过 减 小 所 需 目标 图 像 区 域 的 方 均 差 来 获得 可 观 的 精度 。 


16.2 虚拟 全 息 


我 们 知道 大 多 数 的 全 息 图 是 信息 元 余 的 ， 仅 仅 用 全 息 图 的 一 小 部 分 就 足以 获得 想 要 的 信 
息 。 如 果 想 要 裸眼 观察 全 息 图 ， 图 像 点 的 分 辩 率 取决 于 瞳孔 的 尺寸 ， 其 为 几 个 毫米 数量 级 
[Born and Wolf，1969] 。 我 们 期 望 从 这 般 尺 寸 的 全 息 图 中 获得 尽 可 能 多 的 信息 。 

当 用 某 一 类 型 的 波 ， 如 声波 或 微波 ， 记 录 全 息 图 ; 用 为 一 种 波 ， 如 可 见 光 ， 进 行 重 构 
时 ， 为 避免 图 像 失 真 ， 必 须 按照 两 种 波长 的 比例 改变 全 息 图 尺寸 [Smith, 1975 ] 。 然 而 ， 这 
是 一 个 耗 时 且 易 出 错 的 操作 。 

虚 全 息 图 定义 为 这 样 一 种 全 息 图 ， 其 为 存在 


































































































于 空间 中 的 男 一 被 记录 的 全 息 图 ( 实 全 息 图 ) y— 
的 像 ， 而 不 是 记录 在 介质 上 的 全 息 图 [Ersoy ， 实 全 局 图 eee Q » 
August 79] 。 虚 全 息 图 包含 的 信息 为 想 要 得 到 的 IL Ero ESI 
信息 ， 而 实 全 息 图 包含 的 是 变换 信息 。 实 全 息 图 
与 虚 全 息 图 之 间 的 转换 可 由 图 16. 1 所 示 的 光学 图 16. 1 虚拟 全 息 的 系统 框图 
系统 完成 。 

可 以 说 实 全 息 图 和 虚 全 息 图 都 不 与 常规 全 息 图 完全 相像 。 如 果 观 察 重 构 的 实 全 息 图 ， 看 





到 的 是 变换 后 的 信息 ， 则 其 可 能 不 可 辨认 。 虚 全 息 图 更 像 常 规 的 全 息 图 ， 但 它 并 不 记录 在 物 
理 介 质 上 。 


16.2.1 相位 的 确定 
如 图 16. 1 所 示 ， 从 实 全 息 图 发 出 的 平行 于 光 轴 的 光线 ， 汇 聚 到 O 点 。 由 于 实 全 息 图 上 
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的 点 与 对 应 的 虚 全 息 图 上 的 点 之 间 的 光 程 是 相同 的 ， 因 此 在 虚 全 息 图 上 某 点 相对 于 男 一 点 的 
相位 取决 于 O 点 与 该 点 之 间 的 半径 癌 量 的 长 度 r,， 如 图 16. 1 所 示 。 
连接 系统 输入 输出 的 传输 和 矩阵 S 的 形式 为 [Gerrard and Burch, 1975 ] 


-sfe (16. 2-1) 











S 可 被 定义 为 
A’ B' 
S= (16. 2-2) 
C D 
式 中 
A'=A +CT, (16. 2-3) 
B' =(A+CT,)T, +B+DT, (16. 2-4) 
C =C (16. 2-5) 
D' =CT, +D (16. 2-6) 


光学 系统 矩阵 由 4,， B, C, D 决定 ; T, Tn ÆR 16.1 中 所 示 的 距离 。 为 了 生成 图 像 ，B' = 
0， 于 是 





Xa E S 
M= =4 =y (16. 2-7) 
A v 角度 和 人 射 到 光学 系统 的 平面 波 聚 焦 在 
4 
f= = (16. 2-8) 
平面 处 ， 横 坐标 x, 为 
x, =(B+Df)», (16. 2-9) 


利用 这 些 方程 ， 可 以 直接 计算 图 16. 1 中 所 示 的 7,。 
r, 决定 虚 全 息 图 上 参考 波 的 类 型 。 实 全 息 图 上 参考 波 的 相位 也 传输 到 虚 全 息 图 上 。 
此 ， 分 别 讨 论 实 参考 波 和 虚 参 考 波 是 有 意义 的 。 该 途径 可 以 变化 扩展 为 用 数 个 光学 系统 产生 
数 个 虚 全 息 图 和 参考 波 。 最 终 的 结果 是 将 所 有 的 参考 波 在 最 终 的 虚 全 息 图 上 辣 加 。 然 而 ， 每 
一 参考 波 的 相位 取决 于 其 在 相应 全 息 图 上 的 位 置 。 
考察 三 个 例子 。 第 一 个 为 单 透镜 的 情况 。 这 种 情况 对 应 于 
1 











A=1, B=0, C= --7, D=1 (16. 2-10) 
于 是 
< 1 1 1 e 

a (16. 2-11) 透镜 2 

1 2 f N N 

T, . 
M=-7 (16. 2-12) U | WU 
第 二 个 例子 如 图 16. 2 所 示 的 望 远 系统 。 这 里 a f h l 





等 于 ， 于 是 虚 参 考 波 为 平面 波 。 利 用 焦距 为 
fis h 的 两 个 透镜 得 到 


图 16.2 mAs 


MN Ed (16.2-13) 
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B' =f, +f, (16. 2-14) 
C =0 (16. 2-15) 
D'= -F (16. 2-16) 
于 是 
1 万 
M=-+-=- -2 16. 2-17 
o ( ) 
fi+p T 
Vn (16. 2-18) 


WLM 与 实 全 息 图 坐标 无 关 ， 且 如 果 下 很 大 , T, 将 对 也 很 敏感 。 
第 三 个 例子 是 13. 3 节 中 谈 到 的 无 透镜 傅 里 时 结构 。 当 图 16. 1 中 的 O 点 在 像 平面 上 时 便 
可 得 到 这 种 结构 。 如 果 zx 为 虚 全 息 图 到 像 平面 的 距离 ， 则 有 
4 


T=- (T, +2) (16. 2-19) 

















16.2.2 孔径 效应 


为 了 从 虚 全 息 图 获得 有 效 的 衍射 ， 虚 全 息 图 孔径 中 传播 的 波 越 多 越 好 。 有 趣 的 是 ， 在 这 
种 情况 下 孔径 尺寸 似乎 没 那 么 重要 ， 因 为 虚 全 息 图 不 是 被 记录 在 物理 介质 上 的 。 换 言 之 ， 辱 
虚 全 息 图 孔径 相互 重合 ,那么 远 处 的 衍射 效应 可 以 解释 为 虚 全 息 图 上 的 点 源 发 出 的 波 在 感 兴 
趣 的 空间 的 相互 干涉 。 

波 的 扩散 可 以 用 光线 与 两 个 参考 平面 的 夹 角 w 和 vw, 来 讨论 。 由 式 (16.2-2) 有 











v, =C'x, + D'r, (16. 2-20) 
在 像 平 面 有 
1 
Ose 16. 2-21 
f ( ) 
as : 
D' = (16. 2-22) 


随 着 /和 M 的 减 小 ， 波 的 扩散 增强 。 在 望 远 系 统 中 ，C' =0， 从 一 个 孔径 产生 的 波 的 扩 
散在 输出 时 增加 了 1/M。 
为 了 确定 虚 全 息 图 孔径 的 尺寸 ， 需要 考虑 放大 效应 和 衍射 效应 。 虚 全 息 图 孔径 的 尺寸 
d, 可 写 为 
d, =Md,+D (16. 2-23) 
A, d, 是 实 全 息 图 孔径 的 尺寸 ; D A PIG ASC A PRR OD E RT a Ti RY) Aah 
尺寸 。 
比如 ， 在 望 远 系统 中 ,，D 可 由 下 式 估计 [Gerrard and Burch, 1975]: 
2. 44a 
d da 
AH, d, 是 望远镜 物镜 的 直径 ; /是 其 焦距 。 
16.2.3 成 像 分 析 
成 像 分 析 可 以 用 与 15. 10 节 单 幅 图 像 全 息 术 相同 的 方式 完成 。 假 设 不 同 参考 波 的 贡献 为 
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一 个 从 点 (xV) 发 出 的 有 效 参考 波 。 这 常 可 利用 傍 轴 近似 来 处 理 。 如 果 (x;,y;,0) 是 
虚 全 息 图 上 某 一 采样 点 的 坐标 ，(xo,y,z) 是 某 一 物 点 的 坐标 ， 则 下 式 确定 了 不 同 谐 波 图 


像 位 置 : 
2 2 
Xe %o Yes Yo sity 1 1) pà 
+] + 2 Eag Fo iata] 


AF, b 是 常数 相位 。 





且 
Fo, =r, +19 (16. 2-26) 
rae ty 42)? (16. 2-27) 
式 中 ，+ 、- 号 用 作 区 分 物 点 相对 于 虚 全 息 图 的 实 、 虚 ， 且 
r= +(x +t)? (16. 2-28) 


式 中 ，+ 、- 号 用 作 区 分 参考 波 的 焦点 来 自 虚 全 上 息 图 之 前 、 后 。 
将 式 (16.2-25) 除 以 M， 我 们 发 现实 全 息 图 对 应 的 物体 的 坐标 为 


r= af (16. 2-29) 
x 
xi =F (16. 2-30) 
， 
= iy (16. 2-31) 
= (r-r -9'0) (16. 2-32) 
且 参 考 波 来 源 于 
r= i (16. 2-33) 
ae 16. 2-34 
x. =a (16. 2-34) 
poe ’ 
=H (16. 2-35) 
zl=(r} =x% =y?) (16. 2-36) 
且 波 长 
toy £ 
st (16. 2-37) 


WRU y) BORA A 的 重 构 波 ,不 采用 光学 系统 ， 第 m 阶 谐 波 将 重 构 
于 点 





下 
ale ma (16. 2-38) 
ag = 15 mil te Be -2 (16. 2-39) 
To Ta Te 
yi =r mi [2 4 2 -2 (16. 2-40) 
70 Ta Te 


173 


g 衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 


式 (16.2-38) ~ 式 (16.2-40) 表明 还 存在 着 另 一 个 相对 于 预期 物体 的 失真 物体 。 与 虚 
全 息 图 的 概念 相似 ， 称 其 为 虚 物 。 这 意味 着 我 们 可 以 从 虚 全 息 图 生成 实物 ,或 者 从 实 全 息 图 
生成 虚 物 。 在 大 多 数 情况 下 利用 虚 全 息 图 的 概念 看 起 来 会 更 简单 。 然 而 ， 在 有 些 情况 下 用 虚 
物 的 概念 会 有 更 大 的 优势 。 

假设 用 垂直 平面 波 (x. =y. =0) 重 构 ， 对 于 一 阶 谐 波 , 式 (16.2-38) ~ 式 (16.2-40) 
可 简化 为 





mm -En (16. 2-41) 

x! = Rxo (16. 2-42) 

Yo = Ryo (16. 2-43) 
Ue 


从 最 后 的 四 个 式 子 能 看 出 计算 上 的 优势 ， 即 可 采用 卷 积 来 计算 全 息 图 。 在 数字 全 息 中 ， 
通常 全 息 图 比 图 像 要 小 得 多 。 而 卷 积 计 
算 要 求 图 像 与 全 息 图 有 相同 的 尺寸 。 用 
这 种 方法 ， 可 以 通过 选择 合适 的 R 获得 




















相同 的 尺寸 。 对 于 单 透镜 的 情况 ， 可 遂 — te [geun sh 

过 满足 下 式 来 实现 : 5 虚 物 | 
R=- (16. 2-45) 

ee ea eee 


16.2.4 FESS, DHA, PRRTUR 


考虑 虚 全 息 图 ， 根 据 分 辨 率 要 求 设 定 了 其 尺寸 的 下 限 。 对 于 矩形 孔径 ， 依 据 瑞 利 准 则 ， 
物 点 间 的 最 小 可 分 辨 距离 为 [| Born and Wolf] : 
ZA 


a (16. 2-46) 





AH, lL, 是 虚 全 息 图 的 尺寸 。 
相应 地 ， 虚 全 息 图 的 尺寸 应 该 足够 大 以 获得 理想 的 hh。 
同样 需要 考虑 记录 介质 的 空间 频率 限制 。x 方向 的 条 纹 间 距 可 由 下 式 估计 : 





-1 


A 





(16. 2-47) 


= TT z a E ‘| 
式 (16.2-46) 和 式 (16.2-47) H, WRI M1 取得 足够 小 ， 当 A; 增加 到 足够 大 时 ， 几 
平 所 有 记录 介质 都 能 用 来 制作 全 息 图 。 然 而 ，h 也 会 随 之 增 大 。 相 反 地 ， 为 了 提高 图 像 分 辨 
率 ， 虚 全 息 图 能 做 得 比 实 全 息 图 大 ,假设 这 时 没有 超过 记录 介质 的 频率 限制 。 

对 于 某 一 特定 的 全 息 图 尺寸 ， 有 必要 将 元 余 减 小 到 期 望 的 程度 来 记录 信息 ， 特 别 是 对 于 
复 用 。 以 条 纹 的 数目 来 讨论 元 余 似乎 是 有 利 的 。 如 果 获 取 想 要 的 图 像 分 辩 率 需要 NN 个 条 纹 ， 
则 虚 全 息 图 尺寸 可 以 选择 为 能 覆盖 N 个 条 纹 的 大 小 。 实 全 息 图 也 包含 NSA RE, id 
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录 介 质 能 达到 所 和 希望 的 有 效 利 用 。 如 果 记 录 介 质 有 如 下 空间 带宽 积 [Caulfield and Lu, 
1970]: 

全 息 图 面积 

”最 小 分 辩 单 元 的 面积 
且 每 一 信号 用 到 的 平均 空间 带宽 积 为 SB.,， 则 能 记录 的 信号 的 数目 为 介质 记录 线性 可 加 信和 号 
能 力 的 SB/SB, 信和 量 级 。 直 接 记录 全 息 图 使 得 SB/SB, 量 级 为 1。 因 此 ， 实 全 息 图 的 记录 能 
能 通过 这 种 以 牺牲 分 辩 率 的 方式 得 到 有 效 利 用 。 然 而 ， 这 需要 诸如 硬 限 幅 之 类 的 非 线 性 记录 
技术 。 如 果 SB, 对 于 某 一 信号 很 小 ， 则 可 用 像 激光 打印 机 这 样 的 非 精密 设备 制作 数字 全 息 
图 。 这 样 做 的 另外 一 个 优点 是 由 于 条 纹 较 少 ， 计 算 尺 寸 缩 小 的 虚 全 息 图 会 快 得 多 。 


16.2.5 体积 效应 


式 (16.2-17) 和 式 (16.2-18) 描述 了 望 远 系 统 中 的 变换 。 横 向 放大 率 与 实 全 息 坐 标 无 
X, M T, 相对 T, 的 变化 率 为 1/ 到 。 如 果 下 相对 较 大 ， 并 且 几 个 实 全 息 面 之 间 分 开 ， 则 分 
开 的 距离 在 虚 全 息 图 空间 会 减 小 FP 倍 。 因 此 ， 对 于 实 全 息 图 的 定位 误差 ,在 虚 全 息 图 空间 
该 误差 的 横向 会 减 小 下 倍 ， 纵 向 会 减 小 严 倍 。 这 意味 着 使 用 虚 全 息 术 概念 与 望 远 系统 ， 能 
在 不 同 全 息 图 之 间 、 光 学 单元 之 间 很 容易 地 获得 干涉 。 

作为 一 个 简单 的 例子 ， 如 图 16. 4 所 示 ， p 
AFEN d, ZEMAN «, 和 x, 发 出 的 球 ri (0, Zo) 
面 波 在 点 0 处 的 干涉 。 

HF d 足够 小 时 ， 二 次 项 总 可 以 通过 使 。 
用 透镜 来 去 掉 ， 因 此 可 假定 夫 琅 禾 费 近 似 是 a 
有 效 的 。 则 基于 垂直 平面 参考 波 ， 两 个 光路 ”图 16.4 从 相距 4 的 两 点 发 出 的 球面 波 之 间 的 干涉 
的 光 程 差 可 估计 为 


SB 





(16. 2-48) 
























































qta) eaea) (16. 2-49) 
Zo 2 Zo 
如 果 x, 比 x, 大 得 多 ,， 式 (16.2-49) 可 简化 为 
oe) +o {%) (16. 2-50) 


4 d=0, MI (16.2-50) 中 第 二 项 消失 ,就 得 到 了 罗曼 用 于 确定 合成 孔径 位 置 的 表达 式 
[Lohmann ，1970 ] 。 对 不 同 的 物 点 ， 需 要 假设 xuyz 近似 为 常数 。 但 是 ， 这 种 假设 可 以 通过 
找到 A 相对 于 x0/ 的 稳 态 点 而 放宽 到 更 大 的 范围 ， 即 





X, 一 %1 = =a (16. 2-51) 
A= -${") (16. 2-52) 
en 


可 以 进一步 扩展 该 方法 来 制作 数字 体 全 息 图 。 例 如 ， 可 用 相距 为 d 的 几 个 全 息 面 来 量化 
相位 ，d 由 式 (16. 2-52) 确定 。 这 样 共 轿 像 问题 也 得 到 解决 。 由 于 d 和 x, -x 能 通过 实 全 
息 图 空间 的 调整 来 轻易 控制 ， 实 全 息 图 空间 的 误差 在 虚 全 息 图 空间 被 极 大 地 降低 ， 因 此 这 样 
做 是 实际 的 。 
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16.2.6 波长 变化 和 /或 构建 及 重 构 中 全 息 图 尺寸 的 变化 引起 的 失真 


我 们 知道 在 全 息 显 微 术 和 声学 全 息 术 中 ， 当 波长 变化 和 /或 构建 及 重 构 中 全 息 图 尺寸 不 
以 相同 的 比率 变化 时 ， 会 造成 横向 和 纵向 放大 率 的 不 同 。 为 解决 这 个 问题 提出 了 不 同 的 方 
法 ， 如 像 平面 法 [Firth, 1972] 。 对 于 虚 全 息 图 ， 实 际 上 能 够 不 用 匹配 物理 全 息 图 尺寸 ， 就 
可 达到 全 息 图 尺寸 与 波长 的 匹配 。 然 而 ， 当 用 于 虚 全 息 图 或 实 全 息 图 重 构 的 参考 球面 波 与 构 
建 全 息 图 所 用 参考 球面 波 不 同时 ， 则 即使 不 用 匹配 ， 也 能 减 小 失真 。 

如 果 N 为 全 息 图 尺寸 在 构建 与 重 构 过 程 中 改变 的 倍数 ，k, 、k 分 别 是 构建 与 重 构 过 程 
中 的 波 数 ， 与 式 (16.2-25) 相似 ， 成 像 方 程 可 写 为 


Ne y e +) ) <8 | -| -至 }-y[ 到 ~2) 42 ar (4 1 )] 
Tor Tor 2701 To TT T, 2 To Te 









































Too 0 
(16. 2-53 ) 
AF ， Xon Yor 和 20 是 物 坐 标 ; Xon Yoz 和 zw 是 像 坐 标 。 
日 
Tor =[ wo + yo +2, |? (16. 2-54) 
ro = [ x0, + Yon +22]? (16. 2-55) 
令 对 应 的 项 相等 ， 得 到 
kN’ 
L fi +1}! (16. 2-56) 
Toz Tor r, Jk, 
k 
Xo = ral vo + 加 (16. 2-57) 
ol c J/h 
kN 
Yoz =To2 (人 十 -y (16. 2-58) 
ol e /hi 
如 果 满 足 
r= (16. 2-59) 
Xoz = (16. 2-60) 
Yoz = (16. 2-61) 
20 = (16. 2-62) 
则 各 种 放大 倍数 相等 。 





正如 16. 2. 3 节 中 讨论 的 ， 也 可 以 采用 由 许多 对 应 于 不 同 全 息 图 的 参考 波 倒 加 而 生成 的 
有 效 虚 拟 参 考 波 ， 来 减 小 失真 以 及 扫描 像 场 的 不 同 部 分 。 


16.2.7 实验 


采用 上 述 方法 的 第 一 组 数字 全 息 图 是 用 第 15 章 中 讨论 到 的 扫描 电子 显微镜 制作 的 。 对 
虚 全 息 图 做 了 编码 全 息 图 的 所 有 计算 。 人 然后， 利用 生成 物理 实 全 息 图 的 光学 系统 参数 ， 将 虚 
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全 息 图 转换 到 计算 机 中 。 单 图 全 息 拉 术 被 用 来 编码 全 息 图 。 此 处 ， 每 个 全 息 图 孔径 的 位 置 的 
选取 依据 下 式 : 








中 (xi y:i) +hr,, =2710 + db, (16. 2-63 ) 
WP, (x,y) 是 虚拟 孔径 (x,,y;,0) 处 参考 波 的 相位 ; n 为 整数 ， 是 物 点 (25% 20) 
的 所 需 的 相位 。 
H 

nello- enn +2)? (16. 2-64) 

其 中 由 xi,yi0) 由 下 式 给 出 
$(%;,7;,0) =r, (16. 2-65) 
re = (a. - 4)? + (9)? +2 )7 (16. 2-66) 


HP, (x,,7..2,) 是 图 16.1 中 点 0 的 坐标 。 
例如 ， 对 于 单 透 镜 轴 上 的 光 ， 坐 标 可 选 为 





x, =0 (16. 2-67) 
y, =0 (16. 2-68) 
z = -fM (16. 2-69) 








AF, M 是 所 需 放 大 率 ; f 是 透镜 系统 的 焦距 。 实 全 息 图 上 的 孔径 位 置 为 x,/M，y,/M。 
图 16. 5 为 按 这 种 方法 生成 的 第 一 组 全 息 图 的 重 构 
图 像 。 选 择 的 物体 为 倾斜 于 z 方向 的 圆 。 这 就 是 为 什 
么 它 看 起 来 像 椭 加 这 表明 物 点 的 三 维 本 质 。 实 全 
息 图 尺寸 为 2mm x2mm。 利 用 焦距 为 20mm 的 透镜 将 
其 缩小 1/4 生成 虚 全 息 图 。 图 16. 1 中 的 距离 7,-f 选 
为 5mm。 
可 以 用 SEM 系统 生成 大 小 为 2mm x 2mm 的 单个 
全 息 图 ， 单 个 全 息 图 按 边沿 拼接 起 来 形成 总 尺寸 达 
7. 4cm x7.4cm 的 全 息 图 。 每 次 移动 定位 都 会 有 + 5m 
的 误差 。 因 为 每 个 全 息 图 自身 就 是 一 个 窗口 ， 与 非 散 射 照明 的 问题 类 似 ， 从 每 个 独立 全 息 图 
发 出 的 光 被 导向 不 同 的 方向 。 即 使 可 以 忽略 定位 误差 ， 且 可 以 制 成 一 幅 大 的 单独 的 全 息 图 ， 
这 也 不 会 增加 信息 密度 ， 因 为 每 次 人 眼 可 见 的 仅仅 是 从 2mm x 2mm 大 小 的 区 域 发 出 信息 的 
一 小 部 分 。 
用 这 种 方法 ， 尽 管 会 牺牲 图 像 分 辨 率 ， 但 可 以 将 整个 虚 全 息 图 阵列 减 小 到 几 训 米 的 尺 
寸 ， 使 得 来 自 不 同 小 全 息 图 的 所 有 信息 都 对 人 有 眼 可 见 。 
为 了 展示 这 种 方法 的 效果 ，16 个 相 邻 的 全 息 图 组 成 4x4 的 阵列 。 通 过 用 SOmm 物镜 
将 实 全 息 图 阵列 缩小 1/4 ， 得 到 尺寸 为 2mm x2mm 的 虚 全 息 图 阵列 。 选 取 图 16. 1 中 的 距 
A T, -8 为 12.Smm。 每 个 全 息 图 生成 三 维 立 方 体 的 一 条 边 ， 或 一 条 对 角 线 ， 或 所 有 的 角 
点 以 及 中 间 点 。 图 16. 6 为 这 样 一 幅 全 息 图 的 输出 。 照 明 所 有 的 全 息 图 就 获得 了 整个 图 
像 ， 如 图 16.7 所 示 。 图 16.7 中 ， 由 于 所 有 的 全 息 图 都 对 角 点 和 中 心 点 有 贡献 ， 这 些 物 点 
比 其 他 物 点 显得 更 加 密集 。 透 过 虚 全 息 图 阵列 所 在 的 区 域 ,， 可 以 看 到 空间 中 完整 的 立 
方 体 。 























图 16.5 第 一 组 虚 全 息 图 的 重 构图 像 
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图 16.6 重 构 第 二 组 虚 全 息 图 生成 的 部 分 三 维 立方 体 图 16.7 重 构 全 息 图 集 生成 的 三 维 立 方 体 


imli 











16.3 ”用 于 二 元 DOE 设计 的 POCS 方法 

















在 讨论 本 节 的 方法 以 及 本 章 接 下 来 的 几 节 中 ， 会 用 到 图 15.1 所 示 的 全 里 叶 变 换 系统 。 
经 抽样 的 全 息 图 由 离散 点 阵列 组 成 。 由 MxN 个 尺寸 为 Av, x Av, 的 像素 构成 的 全 息 图 的 传 
递 函数 可 用 累加 的 方式 表示 : 
B SE af tg kAv, (fw - LAv, k 
G(v,,v,) = > SF Ak, Drectl ie je 人 is ) (16. 3-1) 


k=0 1=0 








式 中 , H(k,l) 是 点 (k,l) 的 二 元 透 过 率 。 

在 观察 平面 ， 重 构 的 图 像 由 透 过 率 函 数 的 傅 里 叶 变换 给 出 

g(x,y) = fe v, 5V,) e milat] dv,dv, 
= Av, Av,sine[ Av,x ]sinc[ Av,y ] > > H(k,l) exp[ 27j(kxAv, + lyAv, ) ] 
(16. 3-2) 

忽略 求 和 外 的 两 个 常数 以 及 两 个 sine 因子 ， 重 构 的 图 像 可 近似 为 透 过 率 的 二 维 逆 离 散 伟 里 
叶 变 换 (2D-IDFT) 。 

利用 第 14. 8 节 中 讨论 的 POCS 法 优化 全 息 图 的 设计 。 设 观察 平面 和 计算 机 制 全 息 图 
(CGH) 平面 均 为 MxN 维 ， 观 察 平面 h(m,n) 5 CCH FEH, D 的 关系 可 由 下 列 离散 侍 
里 叶 变 换 对 给 出 





























M-1 N-1 


h(mn) = pÈ È H, D WEW (16.33) 
k=0 1=0 
式 中 , O<Sm<M-1, 0SnSN-1, H 
M-1 N-1 
HED = X >》 h(m, n) wz w” (16.3-4) 
m=0 n=0 


AF, O<kSM-1, OSISN-1, H 
W, =exp(j27/u) (16. 3-5) 

POCS 法 的 目的 是 生成 CGH， 使 得 其 重 构图 像 与 所 需 目 标 图 像 最 相像 。 
对 位 于 观察 平面 上 区 域 R 内 给 定 的 理想 图 像 f(m,n) ，POCS 法 步骤 为 : 

(1) 利用 式 (16.3-4)， 由 f(m,n) 计算 F(m,n)。 

(2) 按 下 式 由 (hk,1) 生成 二 元 透 过 率 值 H(k,1): 
1 若 Re[ F(k,1) ] 20 
0 其 他 
(3) 利用 式 (16. 3-2)， 找 到 重 构图 像 h(m,n)。 重 构图 像 的 精确 度 由 RR 区 域内 f(m,n) 
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H(k,l) = (16.3-6) 
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Sh(m,n) 之 间 的 方 均 差 ae 衡量 。 方 均 差 定义 为 【Seldowitz] 
MSE = 一 - 六 之 之 | f(m,n) -Ah(m,n) l (16. 3-7) 
AP, A 是 缩放 因子 。 
如 果 A WEFR, h(m,n) 有 最 小 MSE, 
E f(m,n)h* (m,n) 
j= (16. 3-8) 
> p> | h(m,n) |? 
(4) 定义 一 个 新 的 输入 图 像 六 a 使 得 
(a) 在 区 域 丸 之 外 , f'(m,n) 与 h(m,n) 相等 。 
(b) 在 区 域 丸之内 , (m,n) 有 原始 图 像 f(m,n) ASTER h(m,n) 的 相位 。 
(5) &f(m,n) =f'(m,n), ， 回 到 第 (1) 步 。 
(6) 重复 (1) ~(5) 步 ， 直 到 MSE 收敛 或 满足 特定 条 件 。 


16.4 交叉 迭代 技术 (UT) 




















本 节 讨 论 的 交叉 迭代 技术 (IT) 可 被 应 用 到 现存 的 任意 DOE 制备 方法 中 ， 以 提高 其 性 
能 [Ersoy, Zhuang，Brede] 。 首 先 引 入 交叉 技术 (Interlacing Technique ，IT) ， 然 后 将 它 推广 
到 IIT。IT 将 整个 全 息 平面 分 成 一 组 子 全 息 图 。 一 个 子 全 息 图 由 一 组 单元 〈 或 点 ， 称 作 
“ 块 ") 组 成 。 所 有 的 子 全 息 图 均 分 开设 计 ， 然 后 交叉 ,生成 一 幅 全 息 图 。 图 16. 8 和 图 16.9 
为 两 个 子 全 息 图 交叉 方案 的 两 个 例子 。 











XXXXXXXX XOXOXOXO 
OOOOOOODO OXOXOXOX 
XXXXXXXX XOXOXOXO 
OOOOOOODO OXOXOXOX 
XXXXXXXX XOXOXOXO 
OOOOOOODO OXOXOXOX 
XXXXXXXX XOXOXOXO 
OOOOOOOO OXOXOXOX 
X= 子 全 息 图 1 X= 子 全 息 图 1 
O= 子 全 息 图 2 O= 子 全 息 图 2 
图 16.8 两 个 子 全 息 图 的 交叉 方案 1 图 16.9 ”两 个 子 全 息 图 的 交叉 方案 2 

















人 法 中 ,一旦 整个 全 息 图 被 分 成 更 小 的 子 全 息 图 ， 首 个 子 全 息 图 就 用 于 重 构 所 需 的 图 

像 fm,n) ， 而 实际 重 构 图 像 为 h (m,n)。 由 于 子 全 息 图 不 能 完美 重 构 所 需 目 标 图 像 ， 因 此 
存在 误差 ， 误 差 图 像 可 定义 为 

e,(m,n) =f(m,n) -A,h, (m,n) (16. 4-1) 

为 了 消除 该 误差 ,第 二 个 子 全 息 图 被 设计 为 e, (m,n)/A,。 由 于 健 里 叶 变 换 是 线性 运算 ， 对 

两 个 子 图 的 总 的 重 构 仅 仅 是 两 个 单独 重 构 之 和 。 如 果 第 二 个 子 全 息 图 完美 ， 且 缩放 因子 与 

A, 匹配 ， 两 重 构图 像 之 和 即 为 成 mm) 。 然 而 ， 与 首 个 子 全 县 图 类 似 ， 第 二 个 子 全 息 图 也 会 

有 误差 。 于 是 ， 第 三 个 子 全 息 图 用 于 减 小 前 两 个 子 全 息 图 的 剩余 误差 。 因 此 ， 每 个 子 全 息 图 

被 设计 用 于 减 小 所 需 目标 图 像 与 所 有 之 前 重 构 模 块 三 加 后 的 图 像 之 间 的 误差 。 重 复 本 过 程 直 
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到 设计 完 所 有 的 子 全 息 图 。 

每 个 子 全 息 图 由 POCS 算法 (也 可 以 用 其 他 方法 ) 次 优化 ( 非 最 优 ) 生成 。 然 而 ， 即 
使 一 次 性 用 到 了 所 有 子 全 息 图 ， 总 的 CGH 也 许 还 是 没有 达到 最 优 结果 。 要 解决 这 个 问题 ， 
可 采用 本 方法 的 推广 一 一 交 又 近代 CIT) 方法 。 

IT Æ IT 的 迭代 形式 ， 用 于 获得 最 小 MSE | Ersoy, Zhuang and Brede, 1992 ] 。 第 j WE 
代 中 的 第 i 个 子 全 息 图 的 重 构 图 像 可 记 为 及 (m,n)。 在 用 IT 法 设计 完 每 个 子 全 息 图 后 ， 整 幅 
全 息 图 有 (m,n) WEHERUA RARE e (m,n) 。 为 应 用 交叉 迭代 技术 (IT) ， 需 要 生成 
对 子 全 息 图 的 一 次 新 的 推 扫 。 在 新 的 推 扫 中 ， 首 个 子 全 息 图 对 应 的 新 的 理想 图 像 f' (m,n) 
可 选 为 





















































f'(m,n) =hi (m,n) een? (16. 4-2) 
f 
AP 
em,n) =f(m,n) -àh (m,n) (16. 4-3) 





A, 是 生成 最 后 的 子 全 息 图 之 后 用 到 的 缩放 因子 。 一 旦 首 个 全 息 图 被 重建 ， 就 能 算出 整 幅 全 
息 图 的 误差 图 像 ， 包 括 由 首 个 子 全 息 图 生成 的 新 的 重 构图 像 。 类 似 地 ， 第 二 个 子 全 息 图 被 设 
计 为 重 构 























e-(m, n) 
A; 


e/(m,n) 为 更 新 的 误差 。 本 过 程 一 直 持 续 到 达 :到 收 伍 为 止 ， 即 前 后 重 构 图 像 之 间 的 绝对 
误差 


hi (m,n) 一 

















M-1 N-1 


= È È m,n) = by" (m,n) | (16. 4-4) 


达到 可 以 忽略 的 值 ， oe a 和 图 保持 不 变 。 通 过 采用 IT 法 ， 收 敛 趋向 于 从 局 部 最 
小 MSE 向 全 局 最 小 MSE 转变 ， 至 少 是 更 高 阶 的 最 n MSE, 














16.4.1 OT 算法 实验 


在 用 IT 实施 的 所 有 实验 中 ， 可 以 看 到 IT 与 另 一 算法 (如 POCS 算法 ) 结合 使 用 时 ， 
可 以 提高 重 构 结果 的 质量 。 用 图 16. 10 所 示 的 图 像 进行 一 组 特定 实验 。 



































图 16.10 用 于 ITT 实验 的 猫 脑 图 像 
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#168 myx KO) 








POCS 被 用 作 相 应 的 迭代 优化 算法 。 表 16. 1 显示 了 随 着 子 全 息 图 数量 的 增加 ， 重 构 的 
MSE 是 如 何 减 小 的 。 

















表 16.1 重 构 的 MSE 与 子 全 息 图 数目 的 函数 关系 





k MSE 改善 率 /% 
0 3230. 70 0 

1 2838. 76 12. 13 

2 2064. 35 36. 10 

3 1935. 00 40.11 











图 16.11 为 用 IIT 法 生成 的 猫 脑 图 像 的 二 元 全 息 图 。 图 16.12 © TRA E E 
代 次 数 的 增加 而 减 小 的 。 图 16. 13 为 相应 的 He-Ne 激光 光束 重 构 猫 脑 图像 。 





























1 2 3 4 5 6 7 8 9 
迭代 次 数 


图 16.11 用 IT 法 生成 的 猫 脑 图 像 的 二 元 全 息 图 图 16.12 TIT 设计 中 误差 与 迭代 次 数 的 函数 关系 





























图 16. 13 He-Ne 激光 光束 重 构 猫 脑 图 像 
16.5 最 优 频 率 抽取 交叉 迭代 技术 (ODIFIIT) 


最 优 频 率 抽取 交叉 迭代 技术 (ODIFIIT) 是 为 优化 IIT 过 程 而 发 展 起 来 的 [Zhuang and 
Ersoy, 1995], ODIFIIT 利用 了 将 全 息 图 分 成 子 全 息 图 时 快速 传 里 叶 变换 (FFT) 的 频率 抽取 
性 质 ， 较 IT 具有 两 大 优势 。 它 通过 减少 傅 里 叶 变 换 及 其 逆 变 换 的 维 数 来 降低 计算 时 间 。 直 
接 考 察 所 需 目 标 图 像 区 域 R 内 的 图 像 ， 这 样 能 更 有 效 地 设计 每 个 子 全 息 图 ， 因 为 只 有 感 兴 
趣 的 数据 的 贡献 才 会 被 考虑 。 
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图 16. 14 为 ODIFIIT 法 的 重 构 平 面 的 模型 结构 。 所 需 的 幅度 (m,n) 是 尺寸 为 4 x BY 
实 值 阵列 。 优 化 过 程 中 任意 时 刻 的 目标 图 像 f(m,n) 是 (m,n) 乘 以 一 个 浮动 相位 ， 该 相 
位 由 区 域内 当前 的 重 构图 像 的 相位 决定 。f (m, n) MPR RA, ESN (M,N )。 
由 于 CGH 的 透 过 率 是 实 值 的 ， 重 构图 像 的 厄 米 共 恩 处 于 尺 "区 域内 。 由 于 二 元 CGH 的 单元 
振幅 值 等 于 1， 有 必要 对 目标 图 像 进行 像素 值 的 缩放 ， 这 样 就 归 一 化 其 DFT， 使 它 能 够 直接 
与 重 构图 像 h(m,n) 进行 对 比 。 

整个 的 CCH 被 分 成 xv 个 子 全 息 图 (或 块 ), w=M/A, v=N/B。 如果 M、N、A、B 
均 为 2 AE, Mu, v 必须 均 为 整数 。 利 用 频率 抽取 [ Brigham, 1974] ， 这 些 块 都 是 交错 的 ， 这 
ER (aB) RHEI (ou +h,Bv +1) 组 成 ,此 处 0<k<4-1, 0<1<B-1, 0<a<n-1, 
0<B<v-1, 图 16.15 X u =v =2 时 的 一 个 例子 。 


(0,N) 
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: H (1,1) 
Fl 16.14 ODIFIIT 法 的 重 构 平 面 的 模型 结构 图 16.15 ODIFIT 法 中 子 全 息 图 的 交错 扫描 , w =v =2 
EX Hk, D 为 所 有 子 全 息 图 的 累加 ， 重 构图 像 的 表达 式 变 为 




















h(m,n) =- >, Hh, 1) We we 
(16. 5-1) 
1 a-l vl 1 A-1 B-1 ， 
= — a mk ppl ma yy 
ISSI 2 È Ham + k Bo + D)W, wi |w wy 


RP, O<m<M; 0<n<N, 

Flm+M,, n +N, 分 别 取代 m、n 来 计算 区 域 RR 内 的 重 构图 像 ， 设 m、n 仪 在 图 像 区 域 取 值 : 
h(m + M,,n+N,) 

1 a A-1 B-1 


z Aou +k „Bv A 1) rey O myg m+My) oy © n+N1)8 


(16. 5-2) 
式 中 , O<m<A-1; 0<n<B-1, 
设 第 (a,B) 个 子 全 息 图 的 尺寸 为 4 xB 的 道 离散 侍 里 叶 变 换 


hag(m,n) = ir a +k, pv +l)],, 
A-1 B-1 (16. 5-3) 


Ape Howe + bBo + DW ‘wn 
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AF, 0Sasu-1; 0O<SB<v-1; 0SmSA-1; 0OSnS<B-1, 
利用 大 小 为 4xB 的 IDFT， 区 域 R 内 的 重 构图 像 变 为 
pk-l1 -1 
h(m+M,,n+N,) = n2 Dh pl + Mn +N WEO WEOE (16. 5-4) 


式 中 , O<mSA-1, 0<SnS<B-1, Í 

式 (16. 5-4) 隐 舍 假定 hgp(m+M,n+N) PA m+M, Pn +N, 分 别 能 整除 4 M B, 
sk (16.5-4) 以 所 有 子 全 息 图 的 大 小 为 4 xB 的 IDFT 的 形式 ,给 出 了 区 域 R 的 重 构图 像 的 
表达 式 。 从 式 中 可 以 看 出 ， 由 第 (a,B6) 个 子 全 息 图 生成 的 区 域 RR 内 的 重 构 图 像 由 下 式 
给 出 : 





hi (m+M, ,n+N,) = am +M, n +N) WE Depots (16.5-5) 


st (16.5-5) 是 第 (a,B) 个 块 的 IDFT 乘 以 合适 的 相位 因子 ， 并 除 以 wo, 
定义 一 个 稍 后 将 用 到 的 阵列 . 


A =h(m+M,,n+N,) -hig(m+M,,n+N,)  (16.5-6) 
KARE (a,b) 个 子 全 息 图 外 的 所 有 子 全 息 图 在 区 域 R 内 的 重 构图 像 。 
反 过 来 ， 给 定 区 域 尺 的 目标 图 像 ， 可 以 算出 透 过 率 。 从 式 (16.5-2) 有 


A-1 B-1 


HED = X DY h(m+ Mn + NW ep oe (16. 5-7) 


m=0 n=0 


式 中 , O<k<M-1; OSI<N-1, 
与 之 前 一 样 ， 将 有 H(k,1) 分 成 xv 个 块 得 
H(uk +a + B) 





pol o-t [ A B41 
= > > > > hím 十 M, vn + NOV ey ey ey ee 
a=0 B=0 m=0 n=0 


p-l v-l 
= | a se» by DFT,, [h(m + M, vn + N) W ge eW KOOP] pa 


a=0 B=0 
(16. 5-8) 
式 中 , O<k<A-1; 0<SIXSB-1; 0Sa<p-1; 0<B<v-1, 
At, ERKE R PAR h(m+M,,n+N,) 的 子 全 息 图 (a,B) 的 透 过 率 由 下 式 给 出 . 
H(uk +a,v +B) = Wi Wa" DFT [h(m +M, ,n+N) Wg rey OP], 
(16. 5-9) 
式 中 , O<SkSA-1, OSISB-1, 
利用 式 (16.5-5) 和 式 (16. 5-9)， 可 以 计算 每 一 单独 子 全 息 图 在 区 域 RR 内 的 重 构图 像 ， 
或 者 给 出 区 域 R 内 的 目标 图 像 ， 就 能 确定 重 构 目标 图 像 所 需 的 透 过 率 。 因 此 ， 现 在 便 可 用 
HT 设计 CGH 了。 
设 广 (mm+M +N) 为 大 小 为 4 xB 的 目标 图 像 , O<m<A-1, 0OSn<B-1, ODIFIT 
算法 可 总 结 如 下 : 
(1) MB M,N, A, BY MMN, Rhu, vo 然后 将 整 幅 全 息 图 分 成 上 xz 个 交错 
的 子 全 息 图 。 
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(2) 生成 在 0、1 之 间 随 机 取 值 的 M x N 初始 全 息 图 。 

(3) 计算 整 幅 全 息 图 的 MxN IDFT。 区 域 R 内 的 重 构图 像 是 区 域 R 内 的 点 ， 即 h(m+ 
M,,n+N,), 0<mA-1, 0<n<B-1,。 

(4) 按照 POCS 法 ,将 每 一 点 h(m + Mi,n+N) 的 相位 赋予 及 (m+ Mi,n+NN) 的 幅 
值 ， 就 得 到 了 理想 图 像 Km + Mn +N,). FÆ 

f(m+M,,n+N,) =fo(m+M,,n +N, )exp(jbnsay nen, ) (16. 5-10) 

AF, 中 an =arg{h(m+M,,n+N,)}. 

(5) 用 式 (16. 3-5) 找到 最 优 参 数 和 A。 


(6) 用 式 (16.5-3)、 式 (16.5-5) 和 式 (16.5-6) ， 找 到 hg(m+Mi,n+NN)。 这 是 
除 第 (a,B) 个 子 全 息 图 外 所 有 子 全 息 图 在 区 域 R 内 的 重 构图 像 。 
(7) 求 出 第 (a,B) 个 子 全 息 图 用 于 重 构 时 的 误差 图 像 为 
f(m+M,,n+N,) ~ 

e(m+M,,n+N,) = rd — hyg(m+M, ,n+N,) (16. 5-11) 
它 等 于 IT 法 中 的 误差 图 像 。 
(8) 利用 式 (16. 5-9)， 找 到 重 构 误差 图 像 的 当前 块 的 透 过 率 E(uk + a,vl +B). 
(9) 当前 块 的 二 元 透 过 率 设计 为 


H(uk +a,vl+B) = 





1 Rel E(uk +a,vl +B) | 20 


ran (16. 5-12) 


(10) 找到 当前 块 在 区 域 内 的 新 的 重 构图 像 hs(m+ Mi,n+Ni)。 


(11) He hi g(m+M,n+N,) 与 hsp(m+M,n+N,) 相 加 得 到 新 的 重 构图 像 h(m + 
M,,n+QN,)o 

(12) 根据 式 (16.5-10), Fb h(m4+M,,n+N,) BR f(m+M,,n+N,)o 

(13) 重复 (7) ~ (12) 步 ， 直 到 当前 块 的 每 一 点 的 透 过 率 收 敛 。 

(14) 用 新 得 到 的 透 过 率 更 新 整 幅 全 息 图 。 

(15) 保持 一致 ， 对 所 有 子 全 息 图 重复 (3) ~ (14) 步 [第 (5) 步 除 外 ]。 

(16) 设计 完 所 有 的 块 之 后 ， 从 式 (16. 3-7) 中 计算 MSE, 

(17) 重复 (3) ~ (16) 步 直到 MSE WSL, MSE 收敛 表明 对 于 当前 已 设计 出 最 
佳 CGH, 


16.5.1 ODIFIIT 法 的 实验 


用 ODIFTIT 法 设计 黑白 字母 E 及 Lena 图 的 DOE， 所 用 到 的 两 幅 图 像 也 曾 用 于 测试 罗曼 
法 。 两 幅 图 像 分 别 如 图 15.3 和 图 15. 8 所 示 。 同 时 也 用 到 了 更 高 分 辨 率 的 256 像素 x 256 像 
素 的 灰 度 图 ， 如 图 16. 16 所 示 。 

图 16.17 ~ 图 16.19 是 ODIFTT 全 息 图 的 计算 机 重 构图 像 。 

用 ODIFUT 设计 的 所 有 全 息 图 都 使 用 了 图 16. 15 所 示 的 交叉 模式 。 对 子 全 息 图 进行 交叉 
处 理 有 多 种 不 同 的 方法 , 但是， 根据 实验 观察 到 ， 这 种 交叉 方法 能 最 小 化 MSE， 因 此 能 得 
到 最 佳 结 果 。 在 该 方案 中 ， 每 个 全 息 图 被 分 成 4 x4 的 子 全 息 图 。 这 样 在 整 幅 图 像 之 中 ， 第 
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一 幅 图 、 第 二 幅 图 、 第 三 幅 图 分 别 包含 16 像素 x 16 像素 、128 像素 x 128 像素 、256 像素 x 
256 像素 的 理想 图 像 区 域 。 











图 16.16 ODIFIT 测试 实验 中 用 到 的 第 三 幅 图 像 图 16.17 从 ODIFIIT 全 息 图 得 到 的 第 一 幅 
图 像 的 重 构图 像 
























































图 16.18 从 ODIKFTIT 全 息 图 得 到 的 图 16.19 M ODIFIIT 全 息 图 得 到 的 
第 二 幅 图 像 的 重 构图 像 第 三 幅 图 像 的 重 构图 像 


这 些 结果 显示 了 对 理想 图 像 非常 精确 的 重 构 。 与 第 15.6 节 中 讨论 到 的 罗曼 法 的 结果 相 
比 ，ODIFIIT 法 对 高 分 辩 率 灰 度 图 像 的 重 构 质 量 有 了 很 大 的 提高 。 与 用 罗曼 法 设计 的 DOE 类 
似 ， 用 ODIFIIT 法 设计 的 透 过 率 函 数 也 可 以 编码 为 ( -1,1) ， 以 制作 二 元 相位 全 息 图 。 这 可 
以 进一步 推广 到 用 多 级 相位 量化 编码 全 息 图 。 这 对 应 多 级 相位 单元 。 例 如 ， 可 以 用 四 级 相位 
量化 编码 全 息 图 。 于 是 ， 全 息 图 中 的 每 一 点 将 有 0、m/2 、 并 或 3mX2 的 相 移 。 由 于 全 息 图 函 
数 对 每 一 点 的 实际 理想 相位 有 更 接近 的 估计 ， 因 此 生成 的 重 构 图 像 有 更 小 的 MSE, 
























































16.6 复合 的 罗曼 -ODIFIIT 法 


由 于 在 实际 应 用 中 ， 二 元 罗曼 法 中 用 到 的 迁 回 相位 法 不 能 精确 编码 幅度 和 相位 ， 在 重 构 

过 程 中 总 会 存在 一 些 固 有 的 误差 。 因 此 ，IT 和 ODIFIT 中 的 迭代 优化 应 该 能 有 效 减 小 最 终 
的 重 构 误 差 。 出 于 这 个 原因 ， 联 合 罗 曼 编 码 方案 和 交叉 技术 可 以 创建 一 种 设计 DOE 的 更 好 
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方法 [Kuhl，Ersoy] 。 称 这 种 组 合 方法 为 Lohmann-ODIFIITT 法 ,或 者 LM-ODIFIIT 法 。 在 本 方 
法 中 ， 用 罗曼 单元 编码 每 一 子 全 息 图 的 所 需 的 幅度 和 相位 ， 但 将 全 息 图 分 成 与 ODIFIIT 法 类 
似 的 交叉 子 全 息 图 。 

如 第 15.3 节 中 所 讨论 ， 为 简化 罗曼 全 息 图 的 设计 做 了 三 个 近似 : (a) sinc[ cao(x + 
x0)] 二 常量 ，(b) sinc(yW,,5v) =1，(e) exp[2mj(xP5v)] 守 1。 这 些 近 似 对 重 构 图 像 的 
影响 取决 于 几 个 因素 。 

sinc[ co(x +xo)] 产 生 一 个 x 方向 上 正比 于 图 像 平 面 中 心 的 距离 的 强度 而 又 降 。 近 似 
(a) 认为 sinc 因子 在 图 像 区 域内 几乎 为 常数 。 小 的 孔径 尺寸 产生 的 强度 又 降 更 小 。 但 是 ， 
这 也 会 降低 图 像 的 亮度 。 

sinc(yW,,,dv) 表明 会 产生 一 个 与 (a) 类 似 的 强度 又 降 ， 但 是 在 y Trial, sinc(yW,,,8v) 
会 引起 幅 值 透 过 率 的 轻微 降低 。 




















在 0 ~m/A(2M) 之 间 。 忽 略 掉 相位 因子 expl 2mj(xP,,5v) ] 会 造成 图 像 质量 恶化 ， 就 好 像 存 
在 因 不 恰当 孔径 移 位 而 造成 相位 误差 一 样 [Lohmann 1970] 。 
用 于 补偿 sinc Æ x 方向 上 又 降 的 方法 是 将 所 需 目标 图 像 除 以 sinc[ c5v(x +x) ] 。 这 样 目 
tA f(x,y) 变 为 
f(x,y) 


sinc| còv( x + xo ) | 


在 y 方 向 不 能 进行 同样 的 操作 ， 因 为 sine (yW,,, 5v) 依赖 于 基于 目标 图 像 的 孔径 参数 





像 首 先 除 以 影响 x 方向 的 since 因子 ， 设 计 全 息 图 。 然 后 ， 计 算 所 有 和 孔径 y 方向 的 sinc AF, 
累加 以 确定 对 输出 图 像 的 影响 。 接 着 ,目标 图 像 除 以 y 方 向 的 sinc 因子 。 下 一 步 ， 再 次 设计 
全 息 图 ， 计 算 新 孔径 高 度 对 输出 的 影响 因子 ,原始 目 标 图 像 除 以 这 个 新 的 因子 。 重 复 该 过 程 
直到 重 构图 像 不 再 改变 或 者 满足 收敛 条 件 。 

设计 全 息 图 时 ， 相 移 exp[ 27j(xP,,5v) ] 由 逐次 迭代 补偿 。 


nm 


16.6.1 LM-ODIFIIT 法 的 计算 机 实验 


图 16. 20 是 由 图 15.3 的 黑白 EE 图 的 LM-ODIFTIT 全 息 图 经 计算 机 重 构 后 的 图 像 【Kuhl， 
Ersoy], Al 16. 21 为 从 下 图 的 四 级 相位 量化 LM- 
ODIFUT 法 的 重 构图 像 。 图 16. 22 为 Lena 图 的 基于 
LM-ODIFUT 法 的 重 构图 像 。 用 16 x16 KERE, 
对 比 了 罗曼 法 、ODIFIIT 法 及 LM-ODIKFTIT 法 的 输 
出 结果 如 图 16. 23 所 示 。 

接 下 来 要 讨论 的 是 基于 黑白 EE 图 的 重 构 结 
的 一 张 表 。 表 16. 2 显示 了 计算 机 实验 二 元 DOE 的 
方 均 差 和 衍射 效率 结果 。 方 均 差 表示 在 理想 图 像 
区 域内 理想 图 像 与 重 构图 像 之 间 的 差异 ， 衍 射 效 
率 度量 了 衍射 到 理想 图 像 区 域 的 光 占 入射 光 的 比 
例 。 这 张 表 包括 多 种 方法 的 对 比 结果 ， 包 括 OD- 图 16.20 基于 LM-ODIFIIT 法 的 重 构图 像 
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FUIT, FS (LM), XA naM S Sy (LMCA ) 、 采 用 罗曼 编码 的 ODIFTIT 
法 (LM-ODIFIIT) 和 单元 等 幅 的 LM-ODIFIT 法 (LMCA-ODIFIIT) 。 所 有 结果 都 是 针对 二 元 
幅 值 全 息 图 的 。 罗 曼 法 的 整个 过 程 中 ，c =1/2，M =1。 为 了 做 对 比 ， 将 罗曼 法 中 的 MSE IA 
一 化 到 1， 这 样 所 有 其 他 的 MSE 值 都 是 相对 罗曼 法 的 。 








图 16. 21 四 级 相位 量化 LM-ODIFIIT 法 的 重 构图 像 图 16.22 ”基于 LM-ODIFIIT 法 的 重 构图 像 


a 


图 16.23 ”对比 了 罗曼 法 、ODIFTT 法 及 LM-ODIFUT 法 的 输出 
a) RA b) 罗曼 法 重 构图 c) ODIFTIT 重 构图 d) LM-ODIFTIT 重 
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表 16.2 二 元 DOE MAWES MSE 和 衍射 效率 





方 ”法 MSE 衍射 效率 /% 
LM 1 1.2 
ODIFIIT 0.33 5.7 
LMCA 2.03 5.9 
LM-ODIFIIT 5.9 x107? 1.9 
LMCA-ODIFIIT 1 2.1 


表 16. 3 为 计算 机 实验 的 结果 ， 实 验 中 ， 每 一 单元 的 幅度 和 相位 为 量化 后 的 值 ， 并 应 
了 ODIKFTIT。 每 一 罗曼 单元 被 分 成 Nx NN 个 更 小 的 NN 阶 量 化 方块 。 a 
16.6 节 中 讨论 的 方法 进行 ，MSE 依然 为 相对 于 罗曼 法 中 的 MSE, 


表 16.3 LM-ODIFIT 3440 LMCA-ODIFIT 法 中 ，MSE 和 衍射 效率 与 量化 阶 数 的 函数 关系 





量化 阶 数 入 MSE 衍射 效率 /% 
2 2.33 0.6 
2-CA 0. 42 1.4 
4 0.19 1.1 
4-CA 0. 93 1.1 
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实验 结果 表明 ， 就 MSE 和 效率 而 言 ，ODIFIIT 法 均 比 罗曼 法 好 。 在 等 幅 罗 曼 法 中 ， 图 像 
区 域 的 误差 增加 ， 但 效率 显著 提高 。 基 本 上 ， 这 意味 着 重 构 得 到 较 亮 的 图 像 ， 但 精度 较 低 。 
这 个 结果 是 合理 的 ， 有 以 下 原因 : LMCA 法 中 使 用 较 少 的 信息 ， 这 增加 了 误差 ,但 由 于 孔径 
总 是 尽 可 能 的 大 ， 所 以 整个 全 息 图 的 幅度 值 更 大 ， 使 得 亮度 增加 。 输 出 结果 给 出 了 目标 图 像 
的 重 构图 ， 其 亮度 更 高 ， 但 边缘 模糊 。 目 标 图 像 区 域 之 外 的 重 构 更 少 ， 这 进一步 表明 效率 的 
提高 。 事 实 上 ，LMCA 法 的 效率 超过 了 ODIFUT 法 的 效率 ,但 MSE 的 显著 增加 是 其 劣势 。 

结果 表明 ，LM-ODIFIIT 法 的 结果 与 目标 图 像 最 相像 (最 小 的 MSE) ， 而 效率 与 原始 罗 
Ye (LM) 一 样 。 仿 真实 验 表明 ， 从 质量 上 看 ，LM-ODIFIIT 法 在 图 像 区 域内 生成 了 一 幅 锐 
利 且 均一 的 图 像 。 对 Lena 图 的 仿真 重 构 结果 更 加 表明 LM-ODIFIIT 法 的 精确 性 ， 这 与 LM 法 
All ODIFIIT 法 的 结果 相当 。 

LMCA-ODIFIIT 法 的 MSE 与 LM 法 的 相等 ， 比 LM-ODIFIIT 法 的 大 ， 比 LMCA 法 的 小 。 
将 ODIFIIT 法 合并 于 LMCA 法 中 能 减 小 误差 ， 就 像 ODIFUT 法 合并 于 LM 法 中 一 样 。 然 而 意 
外 的 是 ， 考 虑 到 LM-ODIKFTIT 法 的 极 小 MSE, LMCA-ODIFIT 法 的 MSE 并 不 是 更 小 。 就 像 预 
期 的 那样 ，LMCA-ODIFIIT 法 的 效率 比 LM-ODIFIIT 法 的 效率 高 。 

在 所 有 方法 中 ， 量 化 阶 N=2 的 LM-ODIFIIT 法 有 最 大 的 MSE 和 最 低 的 效率 。 使 用 如 此 
少 的 量化 阶 数 ， 编 码 后 保留 的 允许 良好 重 构 的 信息 不 足 。 当 归 一 化 的 幅度 小 于 1/2 时 ， 幅 度 
量化 为 0， 相 位 信息 丢失 。 这 解释 了 高 误差 与 低 效 率 的 原因 。 利 用 恒定 幅 值 技术 ， 更 多 的 相 
位 信息 得 以 保留 ， 这 能 得 到 更 好 的 MSE 和 效率 。 

对 于 N=4，MSE 显著 下 降 ， 能 生成 对 目标 图 像 很 好 的 重 构 。 该 方法 具有 低 的 MSE, 1X 
次 于 原始 LM-ODIFIUT 法 的 极 小 MSE 值 。 同 时 ， 其 效率 与 除 ODIFIIT 法 和 LMCA 法 以 外 的 其 
他 所 有 方法 都 有 可 比 性 。 恒 定 的 幅 值 保证 了 效率 ， 但 增加 了 误差 。 

如 图 16. 23 所 示 ，128 像素 x 128 像素 LM 法 和 LM-ODIFIT 法 的 图 像 具 有 周期 性 的 点 
阵 。LM 法 图 像 中 的 水 平 阵列 是 由 全 息 图 的 周期 特性 产生 的 。 这 是 由 于 孔径 高 度 被 调整 时 ， 
其 像素 是 对 称 的 。LM-ODIFHT 法 图 像 中 的 水 平 阵 列 也 由 同样 的 原因 产生 。 然 而 ， 在 LM-OD- 
IFUT 法 全 息 图 中 ， 可 观察 到 ， 子 全 息 图 的 每 一 点 处 的 相位 都 收敛 到 相同 的 值 。 除 第 一 个 子 
全 息 图 外 ， 每 个 子 全 息 图 都 能 观察 到 这 种 情况 。 这 使 得 全 息 图 的 其 他 方向 具有 周期 特性 ， 这 
种 特性 产生 了 垂直 点 阵 。 

到 现在 为 止 ， 所 有 的 仿真 忽略 了 sine 
函数 的 “ 陡 降 ”特性 ， 而 这 在 二 元 CCH 
的 物理 重 构 中 是 实际 存在 的 。 在 仿真 中 进 
一 步 用 到 了 本 节 开 始 时 讨论 的 补偿 方法 来 
校正 这 些 误差 。 计 算 机 重 构 显 示 了 x 方向 














































































































































































































































































































的 良好 的 一 致 性 ， 表 明 依赖 于 x 的 sine 因 
子 已 被 精确 补偿 。 在 y 方向 有 微小 的 变 a m 
化 ,但 可 以 通过 连续 迭代 减 小 到 一 个 所 需 图 16.24 (EH sinc “BERE” HIERIE KY 
的 水 平 。 图 16.24 显示 了 使 用 sine“ 陡 灰 度 图 的 计算 机 重 构图 像 

降 ” 矫 正 前 后 的 灰 度 图 的 计算 机 重 构 eee 
图 像 。 b) 对 算法 做 近似 补偿 后 的 图 像 
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17.1 本 章 简介 














许多 的 现代 成 像 技术 在 进行 图 像 重 构 时 都 依赖 于 傅 里 时 变换 及 相关 的 计算 机 算法 。 例 
如 ， 合 成 孔径 雷达 (Synthetic Aperture Radar，SAR) ， 利 用 投影 的 图 像 重 构 ， 包 括 计算 机 上 断 
层 扫描 、 磁 共振 成 像 (Magnetic Resonance Imaging, MRI) 以 及 在 第 5 章 讨论 的 共 焦 显微镜 
都 属于 这 种 技术 。 

在 本 章 中 ， 对 合成 孔径 雷达 (SAR) 原理 进行 了 讨论 。1958 AFAR AA ARTE SAR 在 
本 质 上 与 全 息 类 似 的 特性 ， 用 相干 光 处 理 方法 制作 了 第 一 张 SAR 图 像 [Cutrona] 。 在 20 tH 
纪 70 年 代 初 ， 数 字 信 号 处 理 方法 开始 用 在 计算 机 SAR 图 像 处 理 领域 [Bennett] [ Ulaby ]。 
目前 ， 计 算 机 SAR 图 像 处 理 已 在 实际 中 得 到 应 用 。 

本 章 共 分 10 节 。17. 2 节 概 括 性 地 描述 了 合成 孔径 雷达 。17.3 节 介 绍 了 合成 孔径 雷达 的 
距离 分 辨 率 。 为 了 实现 高 分 辩 率 的 成 像 ， 我 们 有 必要 认真 地 选择 所 使 用 的 脉冲 波形 。 该 内 容 
将 在 17.4 节 介 绍 。17. 5 节 讨 论 匹 配 滤波 ， 它 用 于 信 品 比 (SNR) 最 大 化 和 实现 尖 脉 冲 。 在 
17. 6 节 将 讨论 采用 匹配 滤波 生成 具有 足够 能 量 的 尖 脉 冲 。17.7 节 介 绍 了 合成 孔径 雷达 的 横 
向 分 辩 率 。 

上 述 章节 主要 讨论 了 SAR 成 像 的 一 些 基础 问题 。17. 8 节 讨 论 了 SAR 成 像 的 简单 理论 。 
17.9 节 重 点 讨论 了 利用 菲 涅 耳 近 似 进 行 图 像 重 构 。17. 10 节 给 出 了 男 一 种 数字 SAR 图 像 重 
构 的 算法 。 






































17.2 合成 孔径 雷达 





雷达 (Radar) 这 个 词 是 无 线 电 (Radio) 探测 (Detection) 和 (And) WFE (Ranging) 
中 的 部 分 字母 组 合 而 成 的 。 合 成 孔径 雷达 是 一 种 实现 高 分 辩 率 成 像 的 技术 ， 这 可 以 在 地 形 地 
貌 、 专 题 制 图 、 海 洋 、 林 业 、 农 业 、 城 市 规划 、 环 境 科学 和 上 自然 灾害 预报 评估 等 诸多 领域 得 
到 很 好 的 运用 。 

合成 孔径 雷达 是 一 种 相干 成 像 技术 ， 它 是 利用 安装 在 运载 平台 上 的 运动 雷达 系统 来 实现 
成 像 功 能 的 ， 如 安装 在 飞机 上 (机 载 合成 孔径 雷达 ) 或 卫星 上 (天 基 合 成 孔径 雷达 )。 当 运 
载 平台 处 于 运动 状态 时 ,目标 区 域 被 雷达 的 辐射 所 照射 ， 因 而 产生 一 个 回 波 信号 的 集合 。 这 
些 回 波 信号 集合 在 一 起 ， 采 用 特殊 算法 ， 即 可 得 到 目标 区 域 的 高 分 辩 率 图 像 。 

合成 孔径 雷达 成 像 的 系统 示意 图 如 图 17.1 所 示 。 微 波 频率 的 电磁 脉冲 由 发 射 器 发 送 后 
被 目标 区 域 反射 ， 并 由 接收 器 接收 。 为 了 合成 一 个 大 型 的 人 工 天 线 ， 通 常 使 用 直线 方向 的 飞 
行路 径 。 以 这 种 方式 得 到 的 有 效 天 线 长 度 可 以 达到 几 千 米 。 方 位 角 (或 横向 距离 ) 是 沿 飞 
行路 径 的 方向 。 测 距 (或 斜 距 ) 是 在 垂直 于 方位 角 的 方向 进行 的 。 
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利用 回 波 或 反射 脉冲 信息 来 获取 目标 区 域 
的 图 像 信 息 。 通 过 多 次 周期 性 发 射 脉冲 波 照射 
目标 区 域 ， 从 而 获得 高 分 辩 率 (小 像素 尺寸 ) | 数据 处 理 | 接收 器 
和 高 信 噪 比 。 这 等 同 于 每 个 信和 号 都 是 从 一 个 较 
大 的 天 线 阵 列 的 单元 天 线 发 出 的 。 因 此 ， 这 种 
雷达 命名 为 合成 孔径 雷达 。 

如 17.7 EMAR, EER RA, 尺寸 为 L 间距 
的 天 线 的 方位 角 分 状 率 约 为 ARAL。 如 果 没 有 合 ”图 17.1 一 个 合成 孔径 雷达 成 像 的 系统 示意 图 
成 孔径 ， 在 微波 频率 下 达到 较 大 的 工 尺 寸 是 不 
可 能 实现 的 。 合 成 孔径 相当 于 一 个 沿 着 航路 分 布 众多 单元 天 线 的 天 线 阵列 。 

SAR 成 像 往 往 利 用 卫星 系统 来 完成 。 例 如 ，1978 年 6 月 ， 美 国航 空 航 天 局 喷气 推进 实 
验 室 将 一 颗 海洋 资源 卫星 发 射 人 轨道， 该 系统 用 于 完成 地 球 表面 大 区 域 的 SAR 图 像 的 任务 。 
基于 航天 飞机 的 航天 成 像 雷达 系统 (SIR) 执行 与 E E E E E EE AAA AEE 
SAR 系统 类 似 的 任务 。 也 有 由 飞机 作为 搭载 平台 
的 机 载 SAR 系统 ， 例 如 E-3 AWACS (E-3 飞机 机 
载 预警 控制 系统 ) ， 其 被 用 在 对 波斯 湾 地 区 海上 和 
空中 目标 的 探测 和 跟踪 ， 并 在 E-8C 联合 监视 目标 
攻击 雷达 系统 中 得 以 应 用 ， 该 系统 在 海湾 战争 中 
用 来 探测 和 定位 地 面目 标 。 

图 17.2 给 出 了 一 个 SAR 图 像 的 例子 [远程 成 
像 ， 遥 感 与 加 工 中 心 ， 新 加 坡 国立 大 学 (CRISP) ] 。 
该 张 南 格陵兰 岛 图 像 由 Envisat 卫星 的 中 分 辩 率 成 i 
像 光 谱 仪 (MERIS) [ESA ， 欧 洲 航 天 局 ] 于 2006 图 17.2 生成 于 2006 4 2 月 份 的 SAR 图 像 
年 2 月 16 日 获取 。 
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17.3 测 距 分 辨 率 


SAR 及 其 他 类 型 的 雷达 的 测 距 分 辩 率 都 是 利用 脉冲 电磁 波 获取 的 。 测 距 分 辩 率 需要 处 
理 所 接 收 信号 的 不 确定 性 ， 这 些 不 确定 性 是 由 于 从 接收 到 的 紧邻 的 相 邻 物体 所 发 出 的 脉冲 的 
EREA, 

除了 相 邻 物体 ， 还 存在 噪声 问题 ， 例 如 ， 由 于 电磁 干扰 信号 造成 的 随机 涨 落 、 大 气 效应 
以 及 电子 元 器 件 中 的 热 变 化 等 。 因 此 ， 有 必要 增加 信 噪 比 (SNR) 以 达到 更 高 的 测 距 分 
HES 

对 于 距离 为 R 的 单个 物体 ， 对 应 脉冲 反射 距离 为 /2 ， 其 中 上 是 发 送 与 接收 脉冲 之 间 的 
时 间 间 隔 ,，c 是 光速 ，c =3 x10 m/s。 假设 脉冲 持续 时 间 为 7(s)。 那 么 两 个 物体 之 间 的 脉冲 
延迟 时 间 至 少 需 要 了 秒 ， 以 使 得 两 个 脉冲 回 波 之 间 没 有 重 侠 。 这 意味 着 物体 必须 至 少 分 隔 
c7/2 米 ( 如果 使 用 米 -千克 - 秒 单位 制 )。 减 小 7 可 以 获取 更 高 的 测 距 分 辨 率 。 但 是 ,为 了 得 
到 更 好 的 检测 效果 ， 也 需要 高 脉冲 能 量 ， 而 实际 中 短 脉 冲 意味 着 更 低 的 能 量 。 为 了 避免 这 个 
问题 ，17. 5 节 将 讨论 匹配 滤波 ， 通 常 在 接收 端 利用 匹配 滤波 将 长 持续 时 间 脉 冲 转 换 为 短 持 
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续 时 间 脉 冲 。 在 这 种 方式 下 ， 接 收 的 回 波 被 锐 化 ， 并 且 整 体系 统 具 有 短 脉冲 的 测 距 分 辨 率 。 
同时 ， 在 发 射 平均 功率 恒定 的 条 件 下 ， 峰 值 发 射 功率 也 大 大 降低 。 在 这 样 的 系统 中 ， 匹 配 滤 
波 既 被 用 来 进行 脉冲 压缩 ， 同 时 也 被 用 来 优化 信 噪 比 以 提高 探测 精度 。 这 将 在 17. 5 节 中 进 
一 步 讨论 。 


17.4 脉冲 波形 的 选择 


脉冲 的 形状 对 于 区 分 邻近 的 物体 很 重要 。 假设 p(i) 是 持续 时 间 为 7 的 脉冲 信号 ， 该 信 
号 在 7>0 时 非 零 。 对 一 个 物体 而 言 返回 的 脉冲 可 以 写 为 
p(t) =o p(t-T,) (17. 4-1) 
式 中 ，c) 为 衰减 常数 ; T Ae EIR AY [A 
从 另 一 物体 返回 的 脉冲 可 以 写成 
P(t) =o,p(t -7,) (17. 4-2) 
脉冲 的 形状 应 进行 优化 ， 使 得 7, ATL F pi) Alp, (t) 尽 可 能 不 相似 。 
最 常用 于 量度 两 个 波形 p,(1) 和 p,(1) 之 间 相 似 性 的 ， 是 下 式 给 出 的 欧 几 里 得 距离 : 


DP = | - p(t) ] ae (17.43) 





DEFIS 
D = fP -n)di + 03 [p?(t — 7,) dt — 20,0, [p(t - 7, )p(t -r,)dt (17.4-4) 


式 (17.4-4) 等 号 右 侧 前 两 项 正比 于 脉冲 能 量 ， 其 可 以 通过 缩放 单独 控制 。 因 此 ， 只 有 最 
后 一 项 对 于 优化 最 为 重要 。 在 7, 半 7, 条 件 下 ， 应 使 最 后 一 项 最 小 化 以 达到 广 最 大 化 。 最 后 
一 项 的 积分 可 重 写 为 











R(rm) = fo(e-7,)p(t - 7) de (17.45) 
其 等 同 于 下 式 
R(T) = [pp + 7)d (17.4-6) 


AP, r= -7, 或 者 7=7, -r UAH R(T) Æp) 的 自 相关 函数 。 
线性 频率 调制 (线性 调频 ) 信和 号， 也 称 为 咽 喇 信号， 具有 非常 尖锐 的 自 相 关 特 性 ， 其 
自 相 关 函 数 在 7 40 时 接近 零 ， 它 可 以 写成 


x(t) =Acos(27(fi+ yt’) ) (17. 4-7) 
更 一 般 地 可 写 为 
aie (17. 4-8) 
较 大 的 y 表示 较 大 的 瞬时 频率 /的 变化 ， 也 就 是 相位 的 导数 
fi =f +2yt (17. 4-9) 
可 见 , f5 t BAPERA, x(t) WAKA RRA 
R(T) = er fedr (17. 4-10) 


假设 脉冲 波形 中 心 在 TAk, FEIE 了 可 以 表示 为 
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p(t) = ret be) (17. 4-11) 





P(t) WY AAA RAOT 5 A 
RS eel LF Cori (CP -I | )sine (HET -1 71 ))) (17. 4-12) 
此 函数 的 主 浴 宽度 约 等 于 1/y7。 通 常用 更 平滑 的 函数 如 高 斯 函数 代替 矩形 窗 函 数 ， 这 
在 14. 2 节 中 有 所 讨论 。 基 于 上 面 所 讨论 的 特性 ， 为 了 得 到 较 高 的 测 距 分 辩 率 ， 一 般 采 用 有 
限 宽度 窗口 内 的 咽 喇 信号 作为 测 距 脉冲 波形 。 














17.5 匹配 滤波 器 


匹配 滤波 的 一 个 基本 问题 是 要 判断 噪声 中 是 否 存在 给 定形 式 的 信号 。 在 经 典 情况 下 ， 该 
滤波 器 也 被 限定 为 线性 时 不 变 (LTI) 系统 。 匹 配 滤波 器 也 有 很 多 其 他 的 应 用 ， 诸 如 下 节 将 
要 讨论 的 脉冲 压缩 ， 以 及 17. 8 ~ 17. 10 节 中 要 讨论 的 图 像 重 构 。 
假设 输入 信和 号 由 给 定 信号 x(1) 加 噪声 N(1) 组 成 。 
令 线 性 系统 相应 的 输出 分 别 取 xo(t) 和 No(t)， 如 图 17.3 *O*NO——™) 名 
所 示 。 用 来 确定 是 否 存在 x(1) 的 最 优 准 则 ， 是 系统 输 图 17 3 作为 LT 洪波 器 的 匹配 洪波 器 
出 有 最 大 的 信 噪 比 。 下 面 将 要 给 出 ， 使 得 信 噪 比 最 大 化 可 最 有 效 地 降低 噪声 
的 LTI 滤波 器 ， 即 匹配 滤波 器 。 
WEMA 被 假定 为 一 个 广义 平稳 (WSS) 过 程 的 采样 函数 ，T 时 刻 的 信 品 比 可 定 
义 为 





m Xo(D+No(D) 

















= lxo (To) I? 
SNR =EN] (17. 5-1) 
输出 信号 x。(1) 可 由 下 式 求 得 : 
m(T) = [XH Nea (17.5.2) 
平均 输出 噪声 功率 由 下 式 求 得 : 
ELN(CD] = | | HU) PSO (17.5-3) 
RP, Sy(f) ÆN) 的 频谱 密度 函数 。 
此 时 信 品 比 可 以 写 为 
万 xDanermdl 
SNR = “= (17. 5-4) 





[oH PSO 
H TREERE, PY bas vite BL Ak, MR ACS) 和 B(f) ASMP n BEY K 
He, HERR STS 
apapayl < fo ao af 1 BD rer ies 
当 满足 下 式 时 取 等 号 





ACF) =CB* (P) (17. 5-6) 
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A(f) = VSA) HN) 
Ape" (17. 5-7) 
BO =A De 
i Sy(f) 
于 是 由 施 瓦 效 不 等 式 可 得 
f xup ema] < WA | Hf) eall KA La] (17.5-8) 
或 者 
oF XQ 
SNR < [. sp (17. 5-9) 
根据 式 (17. 5-6) ， 信 品 比 可 被 最 大 化 并 且 使 其 等 于 方程 式 (17.5.9) 右 侧 的 值 ， 换 言 
之 ， 此 时 有 





= 二 X* (P) -j2afTo Z 
A(f) =H,,(f) =C SP À (17. 5-10) 
传递 函数 由 公式 (17. 5-10) 2A HASTE PRA TENUE FL, Hp) 正比 于 输入 
fra EA ELT AB A 4S, EP As AA RE PR, RA e "用 于 调节 该 最 


大 信 品 比 产 生 的 时 间 7, 。 








例 17.1 大 输入 噪声 为 白色 噪声 ， 频 谱 密 度 为 N,， 试 求 匹 配 滤波 器 的 传递 函数 和 脉冲 响应 ， 
并 给 出 在 时 域 中 采用 匹配 滤波 器 的 卷 积 运算 。 
解 : 在 式 (17.5-10) 中 ,用 NN 代替 Sy (Sf) 
Hp f) =KX* (fe P 
对 输入 信号 以 7,,(f) 进行 卷 积 得 到 输出 信号 。 于 是 
y(t) = rh Tdr = Kf sr)x(T -t+7)dr 
在 1=7, 处 存在 峰值 ， 该 值 由 下 式 给 出 : 
y(Ty) = K| x2(r)dr 
其 与 输入 信号 能 量 成 正比 。 





17.6 运用 匹配 滤波 进行 脉冲 压缩 


在 脉冲 雷达 和 声呐 等 应 用 中 ， 要 获取 良好 的 距离 分 辨 率 ， 短 的 脉冲 持续 时 间 尤 为 重要 。 
然而 ， 良 好 的 探测 效果 却 需 要 脉冲 具有 较 高 的 能 量 ， 而 短 脉冲 持续 时 间 实 际 上 意味 着 较 低 的 
脉冲 能 量 。 为 了 避免 这 个 问题 ， 匹 配 滤波 通常 用 来 在 接收 端 将 宽 持 续 时 间 的 脉冲 转换 为 短 持 
续 时 间 的 脉冲 。 通 过 这 种 方式 ， 接 收 到 的 回 波 变 得 更 尖锐 ， 整 个 系统 具有 得 脉冲 的 距离 分 辨 
率 。 当 平均 功率 恒定 时 ， 峰 值 发 射 功 率 也 大 大 减 小 。 在 这 样 的 系统 中 ， 匹 配 滤波 可 用 来 进行 
脉冲 压缩 以 及 优化 探测 的 信 噪 比 。 

通过 选择 输入 脉冲 的 波形 ， 可 得 到 较 短 持续 时 间 的 输出 脉冲 。 例 如 ， 可 以 选择 如 下 形式 
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的 线性 调频 输入 脉冲 : 
x(t) = e ei C+?) (17. 6-1) 
式 中 , 7 为 脉冲 持续 时 间 。 
在 实际 中 ，1y17 比 2m 太 要 小 得 多 。 脉 冲 的 频谱 由 下 式 给 出 : 


X(f) =F, Jie ~492(f—f)?/F ei [ yP2(f-fo)2/Fg- yarctanyT? | (17. 6-2) 
式 中 
m=[1 +y Tt] (17.63) 
m 
= 一 二 17. 6-4 











也 是 频谱 的 有 效 带 宽 ， 因 为 频谱 也 是 中 心 频 率 为 有 的 高 斯 分 布 。 
不 计 常 数 项 ， 信 和 号 x(1) 的 匹配 滤波 器 (假设 噪声 是 白 噪声 ，7, = 1) 由 下 式 给 出 : 
H(f) =e = 4 -10) Pg o) [1T S-A) Fs -Yarctanyr? ] (17. 6-5) 
在 实际 中 , 式 (17.6-5) PACS) 的 作用 减 小 了 最 终结 果 的 幅 值 。 这 可 以 通过 使 用 纯 相 
位 滤波 器 来 防止 





HCP) _ al [7y720 -0) rs — yarctany?? | ( 17. 6-6) 
于 是 ， 匹 配 滤波 器 的 输出 为 


y(t) = [ XOU Paf (17.6-7) 


= /me -?/(T/m) > PT 
再 次 可 见 ， 输 出 信号 是 一 个 除去 了 频率 调制 的 高 斯 脉冲 ， 脉 冲 持续 时 间 压 缩 因 子 为 m。 同 
时 ， 为 保持 脉冲 的 能 量 不 变 ， 其 振幅 乘 以 因子 Vm。 

如 用 式 (17.6-5) 来 代替 式 (17.6-6)， 可 以 得 到 相同 的 结果 ， 此 时 需要 用 md 
Him, 

在 脉冲 雷达 和 声呐 中 ， 测 距 精 度 和 分 辩 率 与 脉冲 持续 时 间 密 切 相 关 。 近 距离 物体 反射 的 
长 持续 时 间 信 和 号 与 目标 信号 融合 在 一 起 ， 降 低 了 分 辨 率 。 最 大 测量 范围 也 与 信 噪 比 和 脉冲 能 
量 关 系 密切 。 因 此 ， 利 用 上 面 所 述 的 技术 ， 无 论 是 高 精确 度 、 高 分 辨 率 ， 还 是 长 距离 测量 ， 
都 可 以 得 到 实现 。 

上 面 所 讨论 的 脉冲 压缩 是 普遍 适用 的 ， 而 并 非 依 赖 于 某 种 特定 信号 。 下 面 的 讨论 是 针对 
T, =0 的 一 般 脉冲 信号 的 。 由 式 (17.6-5)， 此 时 该 匹配 滤波 器 产生 的 频谱 具有 零 相 位 ， 由 
方程 (17.6-5) 可 求 得 其 振幅 1X(f)1*。; =0 时 的 输出 信号 由 下 式 给 出 : 


yO) =| 1 XD ly =E 























该 信号 具有 较 大 的 值 。 

为 了 定义 压缩 的 程度 ， 有 必要 对 时 间 和 频率 宽度 的 量度 进行 定义 。 令 脉冲 具有 能 量 E 
和 最 大 振幅 4,,,。 输 入 脉冲 的 持续 时 间 可 以 定义 为 
E 
Ane 











T, = 





(17.6-8) 
E, ， 谱 宽度 下 可 定义 为 
194 


“第 17 章 ， 计 算 机 成 像 技术 I : 合成 孔径 雷 











F= (17. 6.9) 
RP, B ， 是 频谱 的 最 大 振幅 。 
输入 信号 能 量 和 输出 信号 y(0) 相同 。 则 输出 信号 能 量 ， 
E, = [ IXIA (17. 6-10) 
压缩 比 m 由 下 式 给 出 : 
T, 
maz (17. 6-11) 
RP, T ,是 输出 的 脉冲 宽度 。 
其 可 由 下 式 得 出 : 
aT, =E, 
C， 是 输出 信号 y(0) 的 最 大 振幅 。 因为 y(0) Al E 相同 ， 方程 式 (17.6-11) 可 以 写成 
m= =aT.F (17. 6-12) 
其 中 
| x Id 
a = SB, = Bh Sn (17.6-13) 
i [1x Ma 
a 同时 也 可 以 写成 
DAYS 
a (17. 6-14) 
Food 
其 中 
D(f) = ZL (17. 6-15) 





eT re rer nes 三 种 类 型 的 谱 及 对 应 的 a 见 表 17. 1。 
表 17.1 三 种 类 型 的 谱 及 对 应 的 a 值 
谱 m É 三 形 高 斯 型 
Qa 1 1.67 2,22 
































可 以 看 出 ， 高 斯 谱 具 有 最 佳 的 脉冲 压缩 特性 。 方 程式 (17. 6-12) 表明 压缩 比 正比 于 信 
号 的 持续 时 间 了, 和 谱 宽 度 丰 的 乘积 。 这 通常 被 称 为 时 间 - 带 宽 积 。 


17.7 方位 角 分 辨 率 





为 了 理解 图 17.4 所 示 长 度 为 工 的 天 线 的 方位 角 〈 横 向 ) 分 辩 率 特性 ， 假 定 目标 处 于 很 
远 的 位 置 ， 回 波 信 号 以 某 一 角度 由 和 人 射 到 天 线 的 任意 位 置 。 
假设 天 线 可 对 和 人 射 能 量 连续 积分 ， 天 线 的 积分 响应 可 表示 为 
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Elb) = Af ody (17.7-1) 
AF, 4 是 入 射 信号 振幅 ， 假 定 其 为 常数 ， 并 有 
Wy) ==Zysing (17.72) 


式 (17.7-2) 为 由 6=ysing 引起 的 相 移 ，E($8) 的 虚数 
部 分 积分 为 零 ， 并 且 实 部 由 下 式 给 出 : 








SR=ysing 



























图 17.4 ”几何 估算 方位 角 分 辩 率 








T,. 
sin( Tsing | 
E($)= 7 (17.73) 
(Tising) 
在 由 =0 处 进行 归 一 化 处 理 ， 天 线 功率 增益 变 成 
sin? Tsino | 
_ |EC@) |? _ 4 
G() = Pi = E a (17. 7-4) 
Ls 
令 半 功 率 点 的 增益 GC) = 1/2， 经 过 简单 的 计算 ， 有 
Plam = +0.44 2 (17.7-5) 
对 于 距离 为 尺 的 目标 ， 这 相当 于 下 列 方位 角 分 辨 率 ; 
A =0. 88 ŽA (17.7-6) 


因此 ， 采 用 短波 长 和 长 的 天 线 长 度 可 以 提高 方位 角 分 辨 率 。 


17.8 简化 的 SAR 成 像 理论 


成 像 几何 关系 如 图 17. 5 所 示 。 为 简单 起 见 ， 用 二 维 几何 关系 来 进行 分 析 。 对 于 现实 中 
的 三 维 几何 关系 ， 用 Ve RR a 即 可 得 到 ， 其 中 z 为 高 度 。 


在 讨论 SAR 成 像 时 ,通常 讨论 以 下 





ylu 
两 种 模式 中 的 一 种 。 在 斜视 模式 下 ， 目 | 9) 
标 区 域 的 中 心 在 (%,, y.) 4b, HEP y AR ee 
零 ， 如 图 17.5 所 示 。 在 聚 束 模式 下 ，y, i RN ald 
等 于 零 ， 此 时 目标 区 域 在 垂直 于 飞行 方 m 
向 上 出 现 。 引 ye 









假设 目标 区 域 由 反射 率 为 r,， 坐 标 
HH (x, y,) (n=1,2,3,…) 的 稳定 反 
射 点 组 成 ， 脉 冲 信 号 p(， ) 用 来 照 亮 目标 
区 域 。 雷 达 接 收 机 在 (0,y) 处 接收 经 目 
标 反 射 回来 的 回 波 信号 s(1,y) 


0) X, x 
i ae 


雷达 


ee = 之 Tie tay AIBA) 图 17.5 SAR 成 像 几 何 [由 Soumekh 提供 ，1999 ] 
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AF, 已 是 从 雷达 到 第 半 个 目标 的 来 回 双 程 延 迟 时 间 ， 由 下 式 给 出 : 
2r, 


t, z (17. 8-2) 
,为 雷达 到 第 n 个 目标 的 距离 
r, =la + (y, 7) JF (17. 8-3) 
要 重 构 的 图 像 可 以 表示 为 
u(x,y) = X o Sla -x,y —y,) (17. 8-4) 





所 以 ， 问 题 转变 为 如 何 由 测量 信号 *(;,y) 获取 w(x,y) 的 一 个 近似 。u(x,y) KAS 
里 叶 变 换 由 下 式 给 出 ; 
Uf, f) = Yo,expl - j2a(fx, + fy) ] (17. 8-5) 
s(t,y) 对 时 间 变 量 ; A ZR EEL IM h FRA : 
S(f,y) = P) Xo, expl - j2aft,] = PO) > ovexp[ - j2hr, ] (17. 8-6) 
式 中 , k =2af/c 表示 波 数 ; P( 有 ) 为 p(t) 的 健 里 叶 变 换 。 
对 于 随 两 个 变量 1，y 变化 的 函数 s(1,y) 的 二 维 傅 里 叶 变 换 ， 现 在 可 利用 S(f,y) 对 变 
E y 的 一 维 傅 里 叶 变 换 来 计算 





























SCF, f) = PUA) 之 ouexp[-j(bx + kyyn) ] (17.877) 
式 中 
k, =2T1 
1 (17. 8-8) 
k, =[4k? -k,]? =2nf, 
TER, UG f) TIA SE, f) 中 得 出 
S 
U(f., f,) = fe (17. 8-9) 


这 个 运算 被 称 为 源 反 卷 积 ， 其 源 是 P(P) 。 但 是 ， 使 用 方程 式 (17. 8-9) 通常 会 产生 错误 结 
果 ， 因 为 它 是 一 个 病态 运算 ， 特 别 是 有 噪声 存在 的 情况 下 。 蔡 换 地 采用 匹配 滤波 后 的 形式 
如 下 : 
UGA) = SE fP A er 
=| P(f)| f £ o expl - j2 (fx +f y) ] 
可 见 ， 在 时 空域 中 ， 这 个 操作 相当 于 s(1,y) 5 p* (e RIS 
u'(t,y) = s(t,y) *p (-1) 


= >» ol， 一 a) 


HPAC) 是 由 下 式 给 出 的 点 扩散 函数 : 
hier Pp] (17. 8-12) 
与 式 (17. 8-4) 相 比 , 式 (17. 8-10) 表示 重 构 信号 的 频谱 与 期 望 信号 的 频谱 相差 一 个 
IPA 上 因子。 这 是 因为 典型 的 零 相 位 缓 变 振幅 函数 1， 在 噪声 存在 情况 下 通过 匹配 滤波 重 构 
时 ， 它 能 获取 比 源 反 卷 积 更 好 的 结果 。 


(17. 8-11) 
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17.9 用 菲 涅 耳 近 似 进 行 图 像 重 构 


可 以 采用 菲 涅 耳 近 似 简 化 重 构 算法 。 假 设 目标 区 域 的 中 心 在 (x, ,0) 5 Rr, Er, =x, +%, 
下 围绕 点 〈x.,0) 进行 泰勒 级 数 展开 





r, =X, 十 Mn pa POR (17. 9-1) 


JEEE MTA r 近似 为 上 述 等 号 右边 给 出 的 项 。 方 程式 (17. 8-6) 中 的 S(f,y) 
现在 可 以 写成 
Sy) ~ P expl = jke.) X exp] - e(a, + 2D)] 07.92) 
考虑 由 公式 (17. 8-4) 得 出 的 理想 目标 图 数 对 坐标 x 的 一 维 傅 里 叶 变 换 
U(k,,y) = Le exp( — jk,x,)8(y -y,) (17. 9-3) 
AH, k, =20f,; S(x -x,y - jeee %,)8(¥ -¥,) o 
Sk, = 2k = 名， 对 比方 程式 (17.92) MR (17.93), 可 见 5(J,y) WEF 
P( 有 )U(2k,y) 与 exp( -jhy’/x,) 对 坐标 y 进行 的 卷 积 
S(f,y) =P(f) U(2k,y) * exp( -jhky /x.) (17.9-4) 
为 了 恢复 u(x,y) ， 对 信号 P(f) MURA S exp( -jhy /x.) 进行 匹配 滤波 。 重 构 信 号 的 频 
谱 可 表示 为 

















U'(f.,y) =P (f)S(f,y) * exp( jhy /x,) (17.9-5) 

在 一 般 情况 下 ， 雷 达 带 宽 比 它 的 载波 频率 小 得 多 ， 因 此 1k -k I <<k, 通常 成 立 ， 这 

ei 另外 , y 值 通常 比 目 标 距离 小 得 多 ， 这 称 为 波束 锐 化 。 于 是 ，exp(jhy*/x,) 可 
以 通过 exp(jky /Ax,) 近似 ， 式 (17.9-5) 变 成 





U'(f.,y) =P (f)S(f,y) * exp(jk,y’/x,) (17.9-6) 
其 中 
f.zt=2 (17. 9-7) 


注意 ， 上 述 过 程 有 两 种 滤波 运算 。 第 一 个 是 用 滤波 传递 函数 P* (7f) ， 其 对 应 于 时 域 中 的 
Pp’ ( -1t)。 第 二 个 用 滤波 冲 激 函数 exp (jk.y /x.)。 
时 间 变 量 上 和 距离 变量 x 之 间 的 近似 对 应 关系 由 下 式 给 出 : 


ss (17.9-8) 


总 之 ， 当 窄带 和 波束 锐 化 的 假设 有 效 时 ， 图 像 重建 可 按 如 下 步 又 进行 

(1) 用 脉冲 响应 p*( -1t) 在 时 间 方 向 进行 滤波 。 

(2) 用 脉冲 响应 exp(jk.y /x。) 在 y 方 向 进行 滤波 。 

(3) 利用 %=ct/2 得 到 *， 或 者 上 =2x/c 得 到 六 

该 算法 的 框图 如 图 17. 6 所 示 。 当 上 面 讨 论 的 近似 不 成 立时 ， 可 以 使 用 更 复杂 的 图 像 重 
构 算 法 ， 这 将 在 下 节 讨 论 。 
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st) |) oga | Me] seaman 
Pt) exp G-E) 
fav) er 
+ x= 7 
y=u 











图 17.6 运用 菲 涅 耳 近 似 进 行 SAR 重 构 的 框图 

















17.10 “数字 图 像 重 构 算 法 





[由 Soumekh 提供 ，1999 ] 


SAR 成 像 的 目标 就 是 从 所 测量 的 信号 s(1,y) 中 获取 目标 区 域 的 反射 率 函 数 Cw yy) 。 目 
前 已 经 开发 了 几 种 用 于 此 目的 的 数字 重 构 算 法 ， 如 空间 频率 插值 算法 PRIA. h 
相关 算法 和 反 投 影 算 法 [Soumekh 提供 ]。 下 面 将 简要 讨论 空间 频率 插值 算法 。 





空间 频率 插值 














s(t,y) 的 二 维 傅 里 叶 变 换 为 5S(f, f)， 其 可 以 写成 S(k, k), 其 中 =2mf/e, k=2mf,。 
在 匹配 滤波 后 ， 有 必要 使 映射 为 k,， 这 样 经 过 二 维 逆 傅 里 叶 变 换 后 就 可 以 获取 重 构图 





像 。k,、k 和 的 关系 由 下 式 得 出 : 
ki =4h? -k (17. 10-1) 
“EES sme (DFT) 时 ， 需 在 相等 
的 时 间 间 隔 内 对 和 采样，k, 采样 是 非 等 间隔 的 ， 
如 图 17.7 所 示 。 因 此 有 必要 使 用 插值 法 ， 以 便 对 和 拢 
形 网 格 内 的 Ak, 进行 采样 。 只 有 当 玉 一 2 时， 才 
没有 必要 使 用 插值 法 ， 就 像 17.9 节 对 宗 带 和 波束 镜 
化 的 近似 情况 一 样 。 
插值 法 应 用 于 低 通信 号 。 需 要 注意 的 是 ， 雷 达 测 
EYRE xe (x, -xox txo], yely.-yo.y.+¥ol, 
其 中 (x.,y.) 是 目标 区 域 的 中 心 。 因 为 (x,y) 不 
是 (0,0) ， 所 以 S(k,,k,) 是 一 个 快速 变化 的 带 通 信 
号 。 为 了 将 它 转换 为 一 个 低 通 信和 号， 进行 如 下 运算 : 
SCE) =S(k,k,)e (17. 10-2) 
下 一 步 对 S (k, k) 捅 值 ， 以 保证 太 的 采样 值 
位 于 规则 间隔 中 。 对 内 插 后 的 S (k, k,) 进行 逆 传 里 
叶 变 换 ， 用 来 得 到 重 构 的 图 像 。 该 算法 的 框图 如 
图 17.8 所 示 。 
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Al 17.7 SAR 空间 频率 采样 离散 数据 
[ 由 Soumekh 提供 ，1999 ] 





在 方向 上 插值 时 ， RERED, k, k KREN 


k, = mAk, 兰 kim 
k =nAk =k, 


(17. 10-3) 
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Siok.) 


SO 傅 里 时 变换 | Nok) 
(u) 一 ~ (@,k,) 


匹配 滤波 


mE 
2) | meman E Sae e 
(Kesky) — Gy) k,=k, 


图 17.8 用 空间 频 域 插值 来 数字 重建 SAR 图 像 的 算法 框图 [H Soumekh Eft, 1999 ] 























然后 的 采样 值 由 下 式 给 出 : 
ka =[4n? (Ak)? -m° (Ak,)?]? (17. 10-4) 
PBC S' (hk, k) 需要 利用 规则 采样 的 值 进行 插值 ， 由 下 式 来 实现 [Soumekh, 1988] ; 
S (ky shim) = DS (大 天) 大 (大 一 有 | 天 -| 二 NAE (17.10-5) 
AF, NÆR k, 正 反 两 方向 上 采样 点 的 数量 ; Ak, 是 在 方向 上 所 需 的 采样 间隔 。 
插值 函数 h(，. ) 将 在 下 面 讨 论 ， 雅 可 比 行列 式 几 ,由 下 式 给 出 : 





J = [ae -及 }? E (17. 10-6) 
HP, k=w/c, 
k, 为 
k, =jAk, =k; (17. 10-7) 


插值 函数 h(. ) 的 选择 是 由 数字 信号 处 理 和 通信 中 的 采样 定理 所 决定 的 。 如 果 信 号 V 
(k.k) 采用 VCnAk, ,mAk,) 采样 ， 则 可 进行 如 下 插值 : 








V(k,,k,) = J, MnAk nd, )sine( A a (17. 10-8) 
其 中 
sinc(v) = ane (17. 10-9) 
TV 


sinc 图 数 有 着 无 限 长 的 尾巴 。 现 实 中 为 了 避免 这 个 问题 ， 通 常 利用 窗 函 数 (hk) 进行 
截断 来 替换 sinc 函数 


h(k.) =sinc je) (17. 10-10) 
olk) 可 以 选择 14.2 节 中 讨论 的 一 些 形 式 。 例 如 ， 可 选择 由 下 式 给 出 的 海 明 窗 : 


0.54 +0. soo0 | Ik, | <NAK, 








N. 
0 其 他 


w(k,) = (17. 10-11) 
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18.1 本 章 引 论 

















在 涉及 全 里 叶 相 关 变 换 的 计算 机 成 像 技 术 第 二 部 分 中 ， 将 讨论 包括 断层 扫描 的 图 像 投 影 重 
构 技 术 。 拉 冬 (Radon) 变换 是 用 于 此 目的 的 一 种 基本 变换 。 在 本 草 中 ， 首 先 对 Radon 变换 及 
其 逆 变 换 进行 了 详细 的 描述 ， 然 后 介绍 用 于 断层 扫描 和 其 他 相关 领域 中 所 使 用 的 成 像 算 法 。 

计算 机 断层 扫描 (Computed Tomography, CT) 是 一 种 
医学 成 像 技术 ， 该 技术 主要 用 来 研究 被 检 体 从 外 部 不 可 见 
的 区 域 。 物 体 的 三 维 图 像 可 从 大 量 序列 的 二 维 X 射线 测量 
数据 获得 。 图 18. 1 给 出 了 一 个 CT 图 像 的 示例 。CT 也 可 用 
于 其 他 领域 ， 如 非 破坏 性 材料 测试 。 

本 章 分 为 9 个 小 节 。18. 2 节 介 绍 Radon 变换 。18.3 节 
讨论 投影 切片 定理 ,该 节 给 出 了 投影 的 一 维 傅 里 叶 变 换 如 
何 相当 于 二 维 传 里 叶 变 换 平 面 的 切片 图 像 。 逆 Radon 变换 
(Inverse Radon Transform, IRT) 在 18.4 节 中 进行 讨论 。 
18.5 节 描 述 了 Radon 变换 的 性 质 。 

其 余 的 小 节 都 是 关于 重 构 算法 的 。18.6 IPA TAG ”图 18.1 显示 小 脑 、 杜 叶 和 鼻窦 的 
影 重 构 二 维 信号 所 涉及 的 一 些 采 样 方 面 的 问题 。18.7 节 涵 KA CT AVR [由 维基 百科 提供 ] 
盖 了 傅 里 叶 重 构 算 法 ，18. 8 节 介 绍 了 滤波 - 反 投影 (back- 
projection) 算法 。 




























































































18.2 Radon 变换 
如 图 18.2 所 示 。x-y 坐标 系 经 0 角 旋 转 得 到 uv BRR, (x,y) 和 (u,v) 的 关系 可 通过 


平面 旋转 角 9 来 给 出 
x cosO -sin \/u 
WE cosO 1) (18. 2-1) 


如 图 18.2 所 示 ， 信 号 g(x,y) 的 Radon $H p(u,0), Æ g(x,y) 
平行 于 v 轴 、 距 离 u HY u 的 线 积 分 , u 轴 与 x HINES OSO < 三 


p(u,0) = | g(x,y)do 





gxu) 








图 18.2 沿 v 轴线 积分 的 
三 | “ai ucos@ — vsinð ,sin0 + vcosO) dv 直角 坐标 系 旋 转 





(18. 2-2) 
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p(wu,0) 也 称 为 射线 求 和 或 在 角度 9 处 的 g(x,y) 的 射线 积分 。 一 组 射线 积分 形成 了 一 
个 投影 。 以 下 角 9 作 隐 式 处 理 , 将 p(wu,0) 写 为 p(u)。 

如 图 18. 2 所 示 ， 将 沿 一 组 平行 射线 获取 的 投影 称 为 平行 投影 。 如 果 该 组 射线 从 一 个 点 
光源 发 出 ， 则 将 产生 的 投影 称 为 扇形 束 投影 。 本 章 只 考虑 平行 投影 的 情况 。 

Radon 变换 也 可 以 由 狄 拉克 5 函数 来 表示 。w 可 以 写成 a'rr, HA a= [cosh sin6]', r= 
[x y]'。 于 是 , 公式 (18.2-2) 和 下 式 相同 


plu,0) = Je(r)8(u - a'r) dr (18. 2-3) 


= Í aaia — cosOx — singy)dxdy 


Radon 变换 在 计算 机 断层 扫描 、 地 球 物理 和 多 维 信号 处 理 等 众多 领域 均 有 应 用 。 最 普 
的 问题 就 是 从 有 限 数量 的 9 下 的 投影 重 构 g(x,y)。 如 果 已 知 所 有 0 下 的 投影 值 ， 则 重 构 是 
精确 的 ， 这 将 由 下 节 给 出 的 定理 来 证 明 。 


18.3 投影 切片 定理 


























pu) 的 一 维 傅 里 叶 变换 记 为 P(f)， 它 等 于 g(x,y) 的 二 维 傅 里 叶 变 换 ( 记 为 CC, 
f,)) 在 角 9 处 的 中 心切 片 











P(f) = G(feos0, fsin@) (18.3-1) 
在 二 维 频率 平面 上 的 频率 分 量 切片 ， 如 图 18. 3 所 示 。 if 
TEAR : we 0 > 


P(f) = Jp(u)e du 
+o _ 图 18.3 在 投影 切片 定理 
= Í g(ucosð - vsin ,ucos0 + vsinð) e ”™ dvdu 中 使 用 的 频率 切片 


在 未 旋转 的 坐标 系 中 ， 上 式 等 价 于 
POD) = J ele. dey 
= G(fcos0, fsin0) 








18.1 KR g(x,y) = e -” AY Radon 变换 。 
解 : 
p(u,0) = im Je" =? d(u — xcosO - ysing) dxdy 


因为 由 式 (18. 2-1) 给 出 的 变换 (x,y) 一 (u,v) 是 正 交 的 , 故 有 x +y =w +0", Alt 
p(u,0) = [eteta 
= Jne” 





例 18.2 R g(x,y) 的 Radon 变换 。 


ror. oh =x ay ji" x +y <1 
: 其 他 


202 


”第 18 章 HAMMAR: 图 像 投 影 重 构 © 


fF: g(x,y) 在 单位 圆 内 不 为 零 ， 由 于 w+y =ww+， 因 此 对 的 积分 极限 为 + V1 -ww。 
因此 


p (1,0) [1 -u -9 ] dv 
Á fie 
又 有 如 下 的 定 积分 [ Erdelyi ] 

T (a = Py ds - 


a! JTE(A) 


ra ++) 





利用 上 式 结果 可 得 
TA) (yay 
p(u,0) =sT(A +7) 
0 其 他 


-l<u<l 





18.4 wt Radon 变换 





g(x, y) 的 二 维 逆 传 里 叶 变换 式 如 下 式 所 示 : 
g(x,y) = 三 | GC, fe df df, (18. 4-1) 
HES) 转换 成 极 坐标 形式 (f, 9) 得 
g(x,y) = [ [T Geosg, fain) eter" | FL dfd0 (18. 4-2) 
由 于 P(f) =G(fcos0, fsind), ALA 
g(x,y) = [ [pw P) sgn (f) Pore" dda (18. 4-3) 
由 卷 积 定 理 ， 利 用 u = xcosg + ysing， 可 得 
[PDs Ney = i * (=) 








(18. 4-4) 
2 a ”gop(T) 1 dz 
2m“ -oo OT U-T 
最 后 的 结果 为 二 p(w) 的 希 尔 伯 特 变换 式 ， 令 
A _ 1 f p(T) 1 i 
MN a ear po (18. 4-5) 
plu) 称 为 滤波 投影 。 于 是 ， 道 Radon 变换 为 
,y) = [Puao 
g(x,y) | Bw) i 


= | Pacosb + ysin) d0 


这 等 价 于 (wu) WA 0 方向 的 反 向 投影 ， 这 意味 着 当 g(x,y) 不 是 带 限 信号 时 ， 如 需要 
完美 重 构 g(x,y) ， 则 所 有 0 角 的 投影 都 需要 是 已 知 的 。 
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18.5 Radon 变换 的 性 质 


在 实际 应 用 中 ，Radon 变换 有 许多 非常 有 用 的 性 质 。 一 些 最 重要 的 性 质 总 结 如 下 。 必 要 


HJ, p(w) 可 写 为 p,(u)， 以 表明 对 应 于 信号 g(x,y) 。 
特性 1: 线性 
F h(x,y) =g1(%,y) +e.(x,y), I 
p,(u) =p,,(u) +p, (u) 
特性 2: 周期 性 
p(u,0) =p(u,O+27k) ,天 是 整数 
特性 3: 质量 守恒 
| e(,y)drdy = | pl du 
特性 4: 对 称 性 
p(u,@) =p( -u,0 +T) 
特性 5: 有 界 信和 号 


MEX Lx, Iyl > 也， TREE il 
D 
u) =0 Hlul > 一 
p(u) > 万 


特性 6: 平移 
4 

















p= 


A h(x,y) =g(% -ao -yo)， 
Pi(u,0) =p,(u- uo,0) 
其 中 ug =xocosg + yosin0。 
特性 7: 旋转 
在 极 坐标 中 g(x,y) 表示 为 g(r,$)， 如 果 h(r,$) =e(r,b +p), J 
p,(u,8) =p,(u,0 + dy) 
特性 8: 缩放 
F h(x,y) =g(ax,ay), a0, M 


pau) = 7p, (au) 
特性 9: 卷 积 
Æ h( x,y) =g, (x,y) * g(x,y) (其 中 * 代 表 二 维 卷 积 
piu) = pa (u) * p,, (u) 
- MAGAT _7)dr 


= [Tpu (u -r)pa(r)dr 
此 性 质 用 于 由 一 维 线性 滤波 器 实现 二 维 线性 滤波 器 。 
204 


(18. 5-1) 


(18. 5-2) 


(18. 5-3) 


(18. 5-4) 


(18. 5-5) 


(18. 5-6) 


(18. 5-7) 


(18. 5-8) 


(18. 5-9) 
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18.6 利用 投影 重 构 信号 


信号 由 其 Radon 逆 变 换 给 出 。 对 于 计算 机 重 构 ， 必 须 使 9 和 离散 化 ， 此 时 主要 的 考虑 

假设 投影 在 角 0,，0, ，9,，…，0w_1 可 用 。 为 了 估计 投影 数 w 的 值 ， 信 号 假定 为 空间 有 
RAR (尽管 这 在 理论 上 是 不 可 能 的 ， 但 在 实际 中 有 良好 的 近似 结果 ) 。 因 此 假设 g(x,y) 
为 带 限 的 ， 即 及 + 及 三 甩 时 CG(f.,f.) =0. 4 Ax<1/2F, H AyS1/2F, 时 ， 由 二 维 采样 定理 ， 
g(x,y) 可 以 用 g(Axm,Ayn) 方式 采样 而 不 会 造成 信息 丢失 。 

同样 ， 假 设 g(x,y) 是 空间 有 限 的 , Bla? +y STM g(x,y) =0。 当 A/ S127, H 
Af, <1/2T, 时 ， 由 二 维 采样 定理 ，G(f.,f,) 可 以 以 G(Af.m,Afn) 方式 采样 而 不 会 造成 信 
BER, 











考虑 图 18. 4 中 极 坐标 中 的 栅 格 状 采 样 [ Dudgeon ] 。 F 
在 最 外 面 有 N 个 投影 的 圆 上 ， 采 样 点 之 间 的 距离 可 估算 ET 
为 TFuZN。 假 设 这 个 距离 采用 与 Af. 和 Af, 相同 的 采样 ee a 
准则 。 则 i 
nh _ 1 和 
0 s “i Sepe” f 
宕 号 域内 采样 间隔 近似 为 4 = Ax = Ay=1/2F, #8 
SAN 需 满足 图 18.4 在 侍 里 叶 域 采样 时 ， 在 相同 的 
aT 采样 频率 下 对 所 有 的 投影 进行 采样 
Ne (18. 6-2) 


IN (18. 6-2) 应 考虑 作为 经 验 法 则 。 
18.7 傅 里 叶 重 构 法 


在 此 假设 有 NN 个 投影 ， 对 每 个 投影 采样 ， 每 个 投影 的 采样 数 为 M。 计 算 每 个 投影 采样 
的 DFT 变换 。 在 周期 性 极 坐标 栅 格 中 ， 这 些 DFT 值 被 视 为 g(x,y) 的 
FT 变换 的 采样 ， 如 图 18.5 所 示 [Dudgeon 提供 ] 。 对 这 些 采 样 进行 插 
值 估计， 以 得 到 和 矩形 栅 格 上 的 采样 数据 。 最 后 ， 计 算 二 维 逆 DFT 得 到 














g(m,n), i, BA DFT 的 数据 大 小 选择 为 g(m,n) 每 个 维 的 2 ~ het Hete 
3 倍 Erlaa Te te 
Hg STEPA Se 
在 进行 道 DFT 变换 之 前 ， 如 之 前 14.2 NOIRE, wR SE | 

| ERI a Scenes vel 

















的 窗 函 数 以 使 传 里 叶 域 截断 的 影响 最 小 化 。 
最 简单 的 插值 方法 是 零 阶 或 线性 插值 。 每 个 理想 的 矩形 采样 点 图 18.5 WAEN 
Cof) 包围 着 四 个 极 坐标 采样 点 。 在 零 阶 插值 中 ， 对 矩形 采样 点 分 BATES 
配 与 其 最 接近 的 极 坐标 采样 点 的 采样 值 。 在 线性 插值 中 ， 对 四 个 最 接近 的 极 坐标 采样 点 的 值 
加 权 平 均 ， 并 分 配给 矩形 采样 点 。 加 权 因子 可 以 从 与 两 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 成 反比 获得 。 
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一 种 简单 的 方法 是 在 极 坐标 形式 下 使 用 双 线 性 内 插 法 让 (f,0) 为 理想 的 内 插 采 样 点 


坐标 ; & (f,,0;) ,i,j=1,2 分 别 表示 四 个 最 接近 的 极 坐标 采样 点 的 坐标 。 然 后 ， 
可 以 写成 


G(f,8) = > È GU,0) hf -f) hl0 - 0) 


其 中 
hE) =1— fl<Af 
h,(6") 51-1 101<Ag 


AP, Af, A0 是 极 坐 标 中 的 采样 间隔 。 
由 于 极 坐 标 采样 点 的 密度 在 高 频 时 小 于 低频 时 ， 因 此 高 频 时 内 插 的 精度 要 低 一 
导致 在 重 构 图 像 时 产生 一 些 重 构 质 量 的 退化 。 


18.8 滤波 - 反 投影 算 法 


WH Radon 变换 可 以 写成 
g(x,y) = | p(acosé + ysind) dé 
其 中 
plu) = [Vfl Peay 


双 线 性 插值 


(18.7-1) 


(18. 7-2) 


(18. 8-1) 


(18. 8-2) 


P(f) 在 区 间 [ -F Fo] 外 等 于 零 。 它 的 采样 间隔 大 约 为 Af =2FoAN。p(u) 的 采样 间 








ha A<1/2F,, F AAA =1/N, P(Afk) 可 通过 大 小 为 N 的 DET 变换 来 近似 
N/2 


P(k) = P(Afk) =A >» p(An)e PWN | -N 


n = -N/2 +1 2 


= 


<k<— 
kog 
或 者 


PCR) = sf X plne -re b= 0,1, (N =1) 


这 是 因为 可 以 选择 p( 11) MPC- Imi) 分 别 等 于 PNW_UI) MPN- Im). 





xk (18. 8-2) 可 以 写 为 
plu) = J FPP 
Cu) 可 通过 采用 相同 采样 间隔 A 的 逆 DFT 变换 近似 得 到 


N/2 


plu) = p(nA) = Af > P(Afk) | kAf | e® 


k=-N/2+1 


或 者 


N-1 
p(n) = AFD P'(k)™", n = 0,1, =, (N = 1) 
k=0 
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(18. 8-3) 


(18. 8-4) 


(18. 8-5) 


(18. 8-6) 


(18. 8-7) 


”第 18 章 HAMMAR: 图 像 投 影 重 构 © 


P(k) TEA ossi 
P'(k) = (18. 8-8) 
PCRICN-B) ASL F<k<N 


如 果 对 PCR) RA 14.2 节 中 讨论 过 的 窗 函 数 ， 就 能 获得 更 好 的 重 构 结 果 。 窗 函数 减 小 
了 高 频 时 严重 的 测量 噪声 。 

最 后 ， 通 过 式 (18. 8-1) 的 数值 积分 即 可 获得 重 构图 像 。 如 果 有 MNRE, g(x,y) 可 
以 近似 为 g'(x,y) 





M 
g' (x,y) = TT È P (xeos, + ysin, ) (18. 8-9) 
kl 


u = (xcosĝ, + ysin0,) 可 能 与 式 (18.8-3) 中 的 p( An) 不 一 致 。 因 此 有 必要 再 次 捅 值 以 从 p 
(An) 得 到 p(w), =0，1，2，…，(CVN-1)。 线 性 插值 通常 能 够 满足 此 目的 。 
上 述 算法 有 一 些 不 足 。 对 w 个 点 使 用 DFT 变换 意味 着 式 (18. 8-5) 的 线性 卷 积 被 “局 
部 ”圆周 卷 积 所 取代 。 使 用 “局 部 ”这 个 词 ， 是 因为 1 fl) 的 离散 化 。 如 果 大 小 为 NN 的 DFT 
变换 由 通过 补 零 、 大 小 为 2N 的 DFT 变换 取代 ， 会 改善 重 构 结果 ， 因 为 圆周 卷 积 按 输出 的 要 
求 变 为 了 线性 卷 积 。 
然而 ， 如 果 首 先 在 时 域内 写 出 如 式 (18. 8-5) 的 变换 域 的 卷 积 形式 ， 然 后 整个 过 程 用 零 
填充 值 进行 DFT， 可 以 得 到 最 好 的 结果 。 
式 (18. 8-5) 的 变换 函数 由 下 式 给 出 : 
Ifl Ifl SF, 


H(f) = : a (18. 8-10) 























相应 的 脉冲 响应 由 下 式 给 出 ; 
MD = [Uaf 











(18. 8-11) 
_ ap Sin2niho _ p (sinttF, 4 
O 2E á ( uF, ) 
在 + = nAt 时 ， 离散 的 脉冲 响应 如 下 : 
F? n= 
Mange 7 n 是 偶数 (188412) 
一 nn 是 奇数 
nm 
IN (18.4-5) 作为 时 域 卷 积 如 下 : 
p(u) = | p(r)h(u -r)dr (18. 8-13) 
它 的 离散 形式 由 下 式 给 出 : 
p(mAt) = Ar > p( Atm) h((n - m) At) (18. 8-14) 
rH Iml > N/2 Ft p( Atm) YE, 因此 
p(mAt) = At > p(Atm)h((n-m)At) (18. 8-15) 


m= -N/2 
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这 种 线性 卷 积 现在 可 以 通过 对 p(. ) 和 有 h(， ) 补 零 后 ， 进 行 大 小 为 2N 的 DFT 获得 。 通 过 对 
频 域 结果 适当 加 窗 ， 可 能 得 到 更 好 的 结果 。 整 个 过 程 如 下 所 示 : 
(1) 对 P(，) MAC +) 进行 如 下 形式 的 补 零 ， 





p(n) jens 
2 
alaran Nen? (18. 8-16) 
p(n -2N) nea 


(2) WE p- AAC .) 的 大 小 为 2V 的 DFT, 

(3) 进行 变换 域 运算 。 

(4) 用 一 个 适当 的 窗 函 数 对 步骤 (3) 的 结果 加 窗 。 
(5) 计算 大 小 为 2N W DFT, 
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19.1 本 章 引 论 














近年 来 ， 光 学 傅 里 叶 技 术 已 在 光 通 信和 网 络 领 域 得 到 广泛 应 用 。 其 中 一 个 应 用 领域 就 是 
在 密集 波 分 复 用 (DWDM) 系统 中 得 到 应 用 的 阵列 波导 光栅 ( Arrayed Waveguide Grating, 
AWG) 技术 。DWDM 提供 了 光 通 信和 网 络 的 容量 与 灵活 性 问题 的 新 的 解决 方向 。 它 提供 了 
非常 大 的 传输 容量 和 新 颖 的 网 络 架构 [ Brackett, 1990] [ Brackett, 1993], DWDM 系统 的 
主要 组 成 部 分 是 波长 复 用 器 和 解 复 用 咒 。 市 场 上 可 以 买 到 的 组 件 均 采 用 了 光纤 光学 或 微 光 学 
技术 [Pennings，1995] [ Pennings, 1996], 

对 集成 光学 ( 解 ) 复 用 器 的 研究 越 来 越 集中 于 基于 光栅 和 相 控 阵 (PHASAR) AY aE 

(也 称 为 阵列 波导 光栅 ) [Laude，1993] [Smit，1988 ] 。 这 两 种 器 件 均 为 成 像 器 件 ， 它 们 将 
输入 波导 的 场 图 像 以 色散 方式 成 像 到 输出 波导 阵列 。 基 于 光栅 的 器 件 中 ,垂直 蚀刻 的 反射 光 
机 可 以 提供 解 复 用 所 需 的 聚焦 和 色散 特性 。 基 于 相 控 阵 的 右 件 中 ， 上 述 特性 由 波导 阵列 来 提 
供 ， 可 以 选择 适当 的 波导 阵列 长 度 以 满足 所 要 求 的 成 像 和 色散 特性 。 
由 于 利用 传统 的 波导 技术 即 可 制作 相 控 阵 器 件 ， 不 需要 基于 光栅 的 设备 中 所 需 的 垂直 蚀 
I 工序 ， 因 此 相 控 阵 器 件 具 有 更 好 的 鲁 棒 性 和 加 工 容 错 性 。 第 一 台 工 作 在 短波 长 下 的 相 控 阵 
ar EHH Vellekoop 和 Smit 报道 [1989] [ Verbeek 和 Smit, 1995], Takahashi 等 [1990] 报道 了 
第 一 个 工作 在 约 1. 6pm 的 长 波长 窗口 下 的 相 控 阵 需 件 。Franco Dragone [1991] 将 相 控 阵 的 
概念 从 1 xN 扩展 到 Nx N。 

本 章 共 分 6 节 。 在 19.2 节 中 讨论 阵列 波导 光栅 原理 ， 主 要 讨论 可 用 信道 数目 是 受 限制 
的 情况 ， 因 为 特定 波长 的 聚焦 光束 在 周期 性 位 置 上 重复 。19. 3 节 讨 论 了 一 种 称 为 不 规则 采 
样 的 零 交 叉 法 ( MISZC) ， 该 方法 可 以 显著 减少 信道 数 受 限 的 问题 。19. 4 节 对 MISZC 的 性 能 
进行 了 分 析 。19.5 节 中 介绍 了 二 维和 三 维 情况 下 利用 上 述 方法 的 计算 机 仿真 。 二 维和 三 维 
实施 过 程 中 需要 注意 的 问题 将 在 19. 6 节 阐 述 。 
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19.2 ”阵列 波导 光栅 








基于 AWG 的 复 用 器 和 解 复 用 器 在 本 质 上 是 相同 的 。 根 据 互 易 性 原理 ， 并 且 依 赖 于 波 的 
传播 方向 ， 该 器 件 可 用 作 复 用 器 或 解 复 用 器 。 为 简单 起 见 ， 在 这 里 讨论 解 复 用 器 的 工作 
原理 。 

AWG 由 输入 /输出 两 个 波导 阵列 、 两 个 聚焦 平板 区 以 及 阵列 波导 组 成 ， 如 图 19. 1 所 示 。 
单一 光纤 连接 到 输入 波导 阵列 作为 多 波长 输入 端 。 多 波长 输入 信号 在 输入 波导 间 被 均匀 地 分 
割 ， 并 且 信 和 号 通过 该 输入 波导 传播 到 输入 聚焦 平板 区 。 光 波 穿 过 聚焦 板 ， 并 耦合 到 阵列 波 
导 。 光 波 通 过 每 个 阵列 波导 时 会 发 生 线 性 相 移 ， 这 是 由 于 阵列 波导 之 间 的 光 程 存在 差异 。 
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随后 光波 耦合 到 输出 聚焦 板 ， 由 于 簿 人 wes 
射 与 色散 ， 其 中 的 多 波长 输入 信号 按 波长 i 
不 同 分 成 不 同 光束 。 通 过 选择 阵列 波导 的 ~ ES) = 
长 度 和 两 个 相 邻 波导 之 间 的 光 程 差 AL， a at 
使 中 心 波长 的 光波 穿 过 每 一 个 阵列 波导 的 I 到 P 
相位 延迟 都 是 2rm， 其 中 mm 是 衍射 阶 数 ， / 
为 整数 。 中 心 波长 以 外 的 光波 与 中 心 波长 Y “Hanae HO 
的 光波 相位 延迟 是 不 同 的 。 因 此 ， 每 个 波 4 





长 分 量 都 有 自己 的 波 阵 面 ， 并 被 聚焦 到 输 列 波导 基板 
出 聚焦 板 区 域 上 输出 侧 的 不 同位 置 。 然 后 ”图 19.1 阵列 波导 光 棚 装 置 示 意图 [由 Okamoto 提供 ] 
各 个 波长 分 量 分 别 输入 一 个 输出 波导 。 

下 面 给 出 解 复 用 的 一 个 粗略 分 析 。 在 输入 和 输出 聚焦 板 区 域 的 定义 如 下 : 
输入 聚焦 板 区 域 : 

Dy: 相 邻 波导 末端 之 间 的 距离 ; 

di: 输出 侧 相 邻 波导 末端 之 间 的 距离 ; 

x1: 距离 输入 侧 中 心 的 测量 距离 ; 

Acs 输入 侧 曲 面 的 曲率 半径 。 
输出 聚焦 板 区 域 : 

d: 连接 到 阵列 波导 的 相 邻 波段 末端 的 间距 ; 

D: 连接 到 输出 波导 的 相 邻 波段 末端 的 间距 ; 

f: 输出 曲面 的 曲率 半径 。 

需要 重申 的 是 ， 两 个 相 邻 波导 之 间 的 光 程 差 为 AL， 相 应 应 于 中 心 波长 的 相位 延迟 
是 2mm。 

考虑 光束 穿 过 第 i 个 和 第 (i -1) 个 阵列 波导 。 为 了 使 两 个 光束 有 效 地 干涉 ， 当 它们 都 到 达 
聚焦 板 区 域 的 输出 侧 时 ， oe JI 2m 的 整数 倍 。 相 长 干涉 的 条 件 由 下 式 给 出 : 


BC) [f, | +B. (Mo) Le + GW AL] +B,(Ay r+ FF 


























(19. 2-1) 





=6, Co) [f+ TE | -2mm 
式 中 ，B. 和 ,分 别 表示 平板 区 和 阵列 波导 的 传播 常数 〔 波 数 ) ; nm 为 衍射 阶 数 ， Mo 是 多 波长 
输入 的 中 心 波长 ; 工 .为 最 小 的 阵列 波导 长 度 。 
从 式 (19.2-1) 中 减 去 公共 项 ， 得 到 








B, Ou) E -BAD) F +B.) AL = 21m (19. 2-2) 
当 条 件 
DB.(Ao)AL =2T7m (19. 2-3) 
对 波长 A, 满足 时 ， 光 输入 位 置 x 和 输出 位 置 x 满足 如 下 条 件 : 
d,x, dx 
二 19.2-4 
ff ieee 
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LHR, “GHIA BTA DLE 时 ， 输 出 位 置 x 由 方程 式 (19. 2-4) 确定 。 
光 程 差 AL 可 以 表示 为 
n.dDAo 
= nfAA 
对 相同 波长 光 的 第 m 阶 和 第 (m +1) 阶 聚 焦 光 束 的 空间 分 离间 隔 (自由 光谱 范围 ) 可 
从 式 (19.2-2) 推导 出 [Okamoto] : 


AL 





(19. 2-5) 
































Aof 
X pgp =%m — Xsl “nd (19. 2-6) 
AY FAY UR ON, 可 由 X pcp REA Hn HH DE SAB D 获得 
X rsr _ Aof 
Nu = D ~n dD (19. 2-7) 
在 实际 中 d 实 现 平 面 上 的 波 导 布 局 应 fal Beon PROP - CAD Layout - [F:\researchibpcode' stargreg reg ete lr eran aok 
能 保证 两 个 波导 之 间 的 长 度 差 为 mA， 这 并 | 


不 是 一 项 简单 的 任务 。 常 用 专业 的 计算 机 
辅助 设计 程序 实现 这 一 目的 。 图 19. 2 给 出 
了 一 个 实例 ， 它 使 用 了 Rsoft 公司 的 Beam- 
PROP 软件 包 来 实现 该 设计 [Lu, Ersoy]. 
图 19.3 和 图 19.4 给 出 了 在 1.55pm 
的 中 心 波长 和 0.8um 的 信道 间隔 条 件 下 ， 
利用 PHASAR 模拟 得 到 的 结果 ， 它 们 显示 

















出 为 什么 信道 的 数量 是 受 限 的 (Lo, Ee (IB 

soy 等 ，2003] 。 在 图 19.3 H, 共有 16 个 | CR 
Ala, FFA AE UD RE aie EE 

不 与 中 心 信道 重奏 。 而 在 图 19.4 中 ， 有 图 19.2 常用 的 180 信道 AWG 布局 设计 ， 
64 个 信道 ， 在 中 心 信 道 任 一 侧 的 第 二 信 由 BeamPROP 设计 [ Lu, Ersoy 2, 2003 ] 





道 开始 与 中 心 信道 重合 。 在 这 种 特殊 情况 
下 ， 信 道 的 数目 不 能 再 继续 增加 。 目 前 ， 市 售 PHASAR HFA 40 个 左右 的 信道 。 


第 二 个 板 条 输出 的 强度 条 纹 


pie 









| 





归 一 化 强度 dB 
S 











| 3 
第 二 个 板 条 接收 端 im “I 


图 19.3 在 1.55pm 的 中 心 波长 ，0. 8pm 信道 间隔 的 情况 下 ，16 信道 PHASAR 的 输出 [ Lu, Ersoy ] 
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第 二 个 板 条 输出 的 Prat 


r Ml anil i | 
Pe ie us i me 
AO GaN A 





归 一 化 强度 /dB 








| aa ee | (| nS ee ES 
第 三 个 板 条 接收 端 /m x107 





图 19.4 在 1.55pm 的 中 心 波长 ，0. 8pm 信道 间隔 下 ， 一 个 64 信道 PHASAR 的 输出 [Lu, Ersoy] 


19.3 不 规则 采样 的 零 交 义 法 (MISZC ) 


在 该 方法 中 ，DWDM 屁 件 的 设计 保证 每 个 波长 都 只 有 一 幅 图 人像， 于是， 由 上 述 方程 
(19.2-7) 给 出 的 相 邻 两 个 衍射 阶 之 间 的 间隔 所 
限制 的 信道 数 将 不 再 受 限 [Lu, Ersoy] [Ersoy， 
2005 ] 。 在 焦点 的 光束 称 为 图 像 。 下 面 将 特别 讨 
论 在 相位 调制 的 情况 下 ， 也 就 是 在 平面 和 球面 参 
考 波 的 情况 下 ， 如 何 实现 该 设计 。 图 19.5 示 出 G2) 
了 参考 波 和 涉及 两 种 不 同 波长 时 的 模型 。 

一 旦 所 需 相位 计算 出 来 ， 在 使 用 AWG 的 情 
况 下 就 可 通过 选择 每 个 波导 的 长 度 ， 来 实现 所 需 ”平面 参考 波 
要 的 相位 。 在 共 焦 或 罗兰 结构 中 ， 这 种 方法 仅 由 人 
线性 光栅 相位 调制 的 常规 PHASAR 器 件 来 实现 。 参考 波 的 可 视 化 几何 模型 
在 下 面 将 首先 讨论 该 方法 用 于 一 个 平面 结构 的 例 
子 ， 也 就 是 说 相 控 阵 孔径 将 放置 在 一 个 平面 上 〈 对 二 维 情况 将 是 相 控 阵线 ) 。 在 后 面 的 章 
将 给 出 共 焦 、 罗 兰 和 三 维 结构 的 结 

在 该 方法 中 ,首先 随 机 选择 辐射 孔径 的 中 心 位置 ， 然 后 在 选 定 的 位 置 创 建 波 阵 面 的 负 相 
位 (可 能 需要 加 一 个 常数 )， 使 整体 的 相位 是 零 ( 或 恒定 )， 或 略微 调整 辐射 孔 的 中 心 位 置 ， 
使 总 相 移 从 该 中 心 点 到 期 望 图 像 点 移动 并 等 于 一 个 常数 ， 换 言 之， 使 模 除 27 为 零 。 在 这 两 
种 方法 中 ， 这 样 的 点 称 为 零 交 叉 。 在 第 二 种 方法 中 ， 它 们 被 称 为 自动 零 交 叉 。 在 实际 应 用 
中 ， 将 采用 如 下 所 述 的 半 不 规则 采样 点 。 

零 交 叉 的 总 数 可 以 是 一 个 非常 大 的 数字 ， ee 实 
际 设计 中 只 允许 有 少量 的 孔径 ， 例 如 ， 典 型 PHASAR 的 数量 是 300 个 ie ee 
问题 和 因 规 则 采样 产生 的 谐 波 问题 [ Ishimaru, 1962] [Lao, 里 选择 不 规则 采样 
的 稀 玻 数量 的 孔径 。 一 种 确定 零 交 义 位 置 的 方法 ， 由 下 列 的 步骤 给 

步骤 1: 治 相 控 阵 面 每 次 随机 选择 一 个 孔径 点 来 进行 孔径 点 的 初始 化 操作 。 为 了 系统 地 
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在 整个 相 控 阵 表面 上 实现 孔径 点 的 初始 化 ， 可 以 使 用 下 面 的 方法 : 
初始 点 的 位 置 = 均匀 分 布 的 点 位 + 小 的 随机 平移 

步 又 2 (a): 如 果 在 选 定 的 位 置 需要 创建 负 相 位 ， 则 此 相位 可 以 在 物理 上 实现 ， 例 如 ， 
对 PHASAR 器 件 正 确 地 选择 波导 的 长 度 。 

步 又 2 (b): 如 果 使 用 自动 零 交 叉 的 方法 ， 则 计算 步骤 1 生成 的 每 个 初始 点 值 的 修正 
值 ， 以 找到 最 近 的 零 交 叉 点 : 

零 交 叉 点 的 最 终 位 置 = 第 1 步 开始 的 初始 点 位 置 + 校正 项 
这 两 种 方法 原理 很 相似 。 下 面 讨 论 一 种 计算 自动 零 交 叉 法 的 修正 项 的 算法 。 


19.3.1 修正 项 的 计算 方法 
包含 用 于 成 像 的 线性 光栅 的 相 控 阵 方程 由 下 式 给 出 ; 








Ox, +,(«,) +hr,, =270 + dy (19. 3-1) 
其 中 
;(«;) = hr (19. 3-2) 
ru = V (Yo -x,) +25 (19. 3-3) 
oe (19.3-4) 
xt (19. 3-1) 可 以 写成 

Ox, +r; tr, =nA +h A227 (19. 3-5) 

对 于 相 控 阵 上 的 任意 位 置 x,， 式 (19.3-5) 变 为 
Ox, +ri+ri=7AT+T 中 AZX2T +B (19. 3-6) 


式 中 ，B 代表 误差 。 
假定 该 和 孔径 的 位 置 沿 x 方向 上 移动 A 距离 ， 使 其 满足 所 述 相 控 阵 方程 式 (19. 3-5) ， 
则 有 














Ox; +r’, +r). =6x, +r; +r- B (19. 3-7) 
Hp rM rB (19.3-3) 和 式 (19.3-4) 给 出 。 由 于 x' =x, + A, WG 
rig = Vr —2A( ay -x;) + 人 (19. 3-8) 
r= fr, —2A(x, —x,) +A” (19. 3-9) 
使 用 这 些 方程 推导 出 A 的 四 阶 多 项 式 方 程 
AF, +A°F, +A°F, +AF, +F, = (19. 3-10) 
其 中 
F,=G,-1 (19-3211) 
F, =2G,G, +2X +2X, (19. 3-12) 
F, = È 290.6. -4X X, -r =F, (19. 3-13) 
F, =26,G, +2X r, +2X 7. (19. 3-14) 
Fy = G3 -raTa (19. 3-15) 
& 
Gaz! (19. 3-16) 
G, = = (ry +r; = BGAN, +X, (19. 3-17) 
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2 
G3 = Tar +Ë -B(ra +r,) (19. 3-18) 


A 可 由 求解 四 阶 多 项 式 (19. 3-10) 的 根来 得 到 。 有 意思 的 是 ， 如 19. 2 节 所 讨论 的 ,在 
没有 因 光 栅 而 产生 的 线性 相位 调制 的 情况 下 ， 这 个 方程 可 以 简化 为 一 个 二 阶 多 项 式 方程 。 对 
PHASAR 器 件 ， 选 择 的 零 交 叉 采 样 点 位 置 即 对 应 于 相 控 阵 表面 上 的 波导 孔径 的 位 置 。 


19.3.2 推广 MISZC 到 三 维 结构 


因为 在 其 他 技术 中 也 需要 用 到 不 规则 采样 的 零 交 叉 法 ， 所 以 有 必要 将 讨论 扩展 到 3-D JL 
何 形状 。 例 如 ， 可 以 将 阵列 波导 布置 在 一 个 二 维 平面 或 一 个 二 维 弧 面 ， 而 不 是 像 上 面 讨论 的 
那样 ， 沿 着 一 维 直 线 布置 。 其 他 的 一 些 技 术 ， 如 扫描 电子 显微镜 [Ersoy，1979] 和 用 于 制 
造 衍射 光学 元 件 的 反应 离子 蚀刻 等 都 是 潜在 的 应 用 方向 。 三 维 情形 下 的 基本 方法 从 概念 上 与 
之 前 的 讨论 相同 。 换 句 话 说 ， 首 先 (CF) 随机 地 选择 辐射 孔径 的 中 心 位 置 ; 其 次 ， 在 物理 
上 赋予 选 定 位 置 以 一 个 负 相 位 〈 可 能 加 一 个 常数 ) ， 使 整体 的 相位 为 去 (或 常数 ) ， 或 略微 
调整 辐射 孔径 的 中 心 的 位 置 ， 使 从 该 中 心 到 期 望 图 像 点 的 总 相 移 等 于 一 个 恒定 值 ， 例 如 ， 取 
模 除 2 HEME 

选择 自动 零 交 叉 时 ， 如 果 只 沿 * 方向 进行 调整 ， 则 方程 式 (19.3-3) 和 方程 式 (19. 3-14) 
仍然 是 有 效 的 ， 只 需要 做 如 下 替换 : 

2% + (Yo =y) 


Zoe + (y.y) 












































(19. 3-19) 


19.4 对 MISZC 的 分 析 


在 上 面 讨论 的 方法 中 ， 更 高 阶 谐 波 图 像 问题 得 到 了 最 小 化 ， 在 本 节 中 ， 将 给 出 三 维 情形 
下 的 分 析 来 对 此 进行 解释 。 在 如 光学 PHASAR 等 平面 器 件 中 ， 需 要 使 用 二 维 的 分 析 。 这 些 
分 析 可 以 由 忽略 一 个 维度 来 简单 地 实现 ， 也 就 是 说 ， 可 简单 地 从 该 方程 中 去 除 变 量 y 来 
实现 。 

MISZC 是 一 种 非 线性 的 编码 方法 。 在 一 般 情 况 下 ， 使 用 这 样 的 编码 技术 ， 谐 波 图 像 由 以 
下 两 种 机 制 产生 : 中 规则 采样 和 @) 非 线性 编码 。 在 MISZC 中 ， 规 则 采样 导致 的 谐 波 图 像 转 
化 为 可 容忍 的 背景 噪声 [ Doles, ，1988 ] 。 存 在 相位 调制 的 情况 下 ， 采 用 零 交叉 的 非 线 性 编码 
导致 的 谐 波 图 像 也 可 以 被 消除 ， 原 因 分 析 如 下 。 

更 一 般 的 是 , 式 (19. 3-1) 可 写 为 

olx, y) +O(x%,,¥;) +hr, =2nT + by (19. 4-1) 
HH, o(x;,y;) 表示 由 波 的 传播 产生 的 相 移 ， 该 相 移 是 从 球面 参考 波 (x,,y,,z,) 的 起 点 到 
相 控 阵列 表面 上 第 ;个 耦合 孔径 〈z, 思 ) 之 间 的 相 移 ; 9(x,,y;) 是 另 一 相 移 ， 例 如 ， 式 
(19.3-1) 中 的 线性 相 移 ; fr, 表示 由 波 的 传播 产生 的 相 移 ， 是 相 控 阵列 表面 上 的 孔径 (x%,， 
y) 到 位 于 (x, ,y,,z。) 的 图 像 点 ( 物 点 ) 之 间 的 相 移 。 
在 PHASAR 器 件 中 ，6(x,,y ) TARRA naks, EP, n, 为 波导 内 的 有 效 折射 率 。 
对 中 心 波长 A， st (19.4-1) 可 写 为 
kr, + nkx,a + kr; =2nt + (19. 4-2) 
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2 2 2 2 
_ Z Z Ta Xo Yo HX; Yi XoX; 十 Yo) 
Ta = V(Xo—%) + (Yo -Yi) +29 =z + Dz = 
c 


根据 傍 轴 近似 ， 有 








Zo 


(19. 4-3) 





E. 2,,2 

_ 2 2 ee Xe 十 ye 十 Xi FV, AXi 十 yoyi 

re =f (u,-%;) 二 (yo 一 入) +z, =z, + Dz 一 
e 


将 式 (19.4-3) 代入 式 (19.42) ， 并 忽略 常数 相位 项 ， 得 到 
-ai + wo) + “(4 ie (19. 4-4) 
式 中 ， ô =n Ao 
假设 波长 由 入 变 成 A',， 式 (19.4-4) IARR (x032) 仍然 有 效 。 关 于 入 入!' 的 


两 个 方程 相 比 ， 可 得 
2 
ròn” onae + - 
i PK Bee i 2\z0 z À 





Ze 




















- =—=R (19. 4-5) 
x xi x (1 1 入 
naon i) ) 
Z 2 2\2 2 
令 含 ”项 的 系数 相等 ， 则 可 得 到 新 的 焦点 (x020): 
j R 
Zo “Tor pm (19. 4-6) 
pone oe 
Z, Ži 
2 a-e fa-) 
$ Ze x. 
X= ° R 1 = Xp -a1 -R [8 -2) (19. 4-7) 
Z: Zo 


其 中 近似 的 条 件 是 1-R<<1 且 z <<z。 
从 上 面 的 推导 可 以 看 到 ， 焦 点 的 位 置 忆 非 常 接近 原始 点 za。 沿 * 方 向， 色散 关系 由 下 式 
给 出 : 























Axo =x — Xo = -a01 -R (8-2) (19. 4-8) 
Axo | 2 x, 
rahe aes (19. 4-9) 
成 像 方程 满足 下 述 条 件 时 ， 采 用 零 交 叉 的 非 线性 编码 ， 可 产生 更 高 阶 谐 波 图 像 点 
he. He oe, Nn ay 
ZETE +), 7 F + 二 = (19. 4-10) 


以 傍 轴 近似 ， 求 式 〈19. 4-4) 和 式 (19.4-10) 的 比值 ， 有 
Xx. Xo a 1 
sanly le G a A R 


5 = = 
š XY m/l 1 mA' m 
XO —X; += |+ > (5 + 
Zy Zo Zo Ze 


xy, BARRER ARAE, E STA ERE PSLRA: 








(19. 4-11) 
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gst (19. 4-12) 
m-R m 
z Zo 
(mp) a] 
Ži Z, 
xh = (19. 4-13) 








从 上 面 的 公式 可 知 ， 当 谐 波 阶 数 增加 时 am 变 小 ， 此 时 z 方 向 的 成 像 位 置 发 生 显著 移动 。 
这 意味 着 高 阶 谐 波 在 向 非常 接近 相 控 阵 的 位 置 移动 。 然 而 ， 与 相 控 阵 的 距离 太 近 时 ， 傍 轴 近 
似 将 失效 。 因 此 ， 此 时 不 再 有 任何 有 效 的 成 像 方程 。 于 是 ， 高 阶 谐 波 变 为 噪声 。 当 然 可 以 这 
样 认为 ， 即 使 傍 轴 近似 无 效 ， 可 能 仍 有 一 些 成 像 公 式 成 立 。 然 而 ， 在 19.4 市 中 的 模拟 分 析 
结果 表明 ， 不 存在 这 样 有 效 的 成 像 方程 ， 并 且 高 阶 谐 波 图 像 可 变 成 噪声 的 结论 是 有 效 的 。 即 
使 它们 在 非常 接近 相 控 阵 列 的 位 置 成 像 ， 也 在 那些 相对 较 远 的 图 像 点 位 置 表现 得 像 背景 噪 
声 。19. 4 节 的 模拟 结果 表明 ， 在 这 种 噪声 情况 下 ， 信 品 比 是 符合 要 求 的 ， 而 且 随 着 信道 的 
增加 仍然 符合 要 求 。 


19.4.1 色散 分 析 


本 小 节 的 分 析 基 于 上 一 小 节 的 式 (19.4-6)、 式 (19.4-7), 3È (19.4-12) 和 式 (19. 4- 
13) 的 模拟 结果 。 

情况 1: 球面 波 情况 (0.1 <z,/z, <10) 

对 于 一 阶 谐 波 (m=1)， 波 长 A' 下 的 焦点 期 望 位 置 为 (xi ,z%)， 其 与 波长 和 A' 具 有 线性 关 
系 。 这 种 线性 关系 的 斜率 随 比 值 zz. 的 减 小 而 减 小 。 对 于 更 高 阶 谐 波 (m2), xa E x) =0 
大 得 多 , eh 比 a 要 小 很 多 。 因 此 ， 可 得 到 以 下 结论 ， 如 上 一 小 节 中 讨论 的 那样 ， 此 时 高 次 谐 
波 变 成 背景 噪声 。 

情况 2， 平面 波 情 况 (zy/z >>1) 

在 这 种 情况 下 , 式 (19.4-6)、 式 (19.4-7), 3È (19.4-12) 和 式 (19.4-13) 可 以 简 
化 为 









































, R R 1 
zo => RP nm (19. 4-14) 
Ze Zo 
(mp) [3-2] : 
/二 和 Pel sn -£| 5-2 $ 
x= TR Xo afi Rs 3 (19. 4-15) 
z Ži 
于 是 ， 推 导 可 得 第 一 阶 (m=1) 的 色散 关系 如 下 : 
A| 70 
le (19. 4-16) 
Ax | 70 | 5 _ ¥e 
Tanase 和 (19. 4-17) 




















三 维 色 散 。 三 维 情况 下 色散 的 数学 推导 ， 与 之 前 讨论 过 的 二 维 情况 非常 类 似 [Hu， 
216 


f 第 19 章 密集 波 分 复 用 © 


Ersoy] 。 但 是 ， 在 二 维 情况 中 是 把 y 变量 视 为 常量 ， 在 推导 中 忽略 它们 ， 三 维 情况 下 需要 同 
时 研究 x 变量 和 y 变量 ,然后 分 别 由 x 方向 和 y 方向 上 独立 的 色散 关系 导出 独立 的 方程 。 
此 ， 如 果 独 立 选择 各 点 的 x 坐标 和 y 坐标 ， 则 该 色散 关系 由 下 式 给 出 : 























Ax _ 70 Xx. 
ee, (19. 4-18) 
Ay _ 70 Ye 
azni 5, -: (19. 4-19) 








19.4.2 有 限 尺寸 孔径 


到 目前 为 止 的 理论 讨论 中 ， 相 控 阵 的 孔径 均 假设 为 点 光源 。 在 一 般 情 况 下 ， 每 个 孔 中 的 
相位 变化 不 大 ， 这 是 一 种 较 好 的 假设 。 另 外 ， 由 于 选择 零 交叉 点 作为 孔径 的 中 心 点 ， 故 相位 
变化 有 最 大 容 限 ， 例 如 ， 在 范围 [ - mr2，m2] 内 。 在 本 节 中 ， 将 考虑 PHASAR 型 的 器 
件 ， 其 相位 调制 是 通过 截断 相 控 阵 表面 的 波导 来 控制 的 。 

使 用 圆柱 坐标 系 (7r,4,z) 来 表示 孔径 上 的 一 点 ， 用 球 坐 标 系 (R,O,0) 来 表示 孔径 之 
外 的 点 。 利 用 定义 的 这 些 变量 ， 在 夫 琅 禾 费 区 ， 辆 射 场 的 菲 涅 耳 - 基 尔 霍 夫 衍射 公式 为 【Lu， 
Ersoy, 1993 ] 
































el] + cosO jkrsinOcos( D-H) 
Ey (R,O,) = jks LEESE | E(r,b,0)e rdrdp (19. 4-20) 
LP, PERITE (ra) E H nS AE A He VEA A e T PRIA 
Es(r,b,0) =E,e (19. 4-21) 














WF, w 是 高 斯 光束 的 束 腰 半径 。 
将 式 (19.4-21) 代入 式 (19. 4-20) 中 ， 可 得 到 高 斯 辐射 场 在 夫 琅 不 费 区 的 场 分 布 ， 其 




















-jiR 2 | 
E cnpp(R,O,®) = jkE, = a (19. 4-22) 


当 和 孔径 尺寸 非常 小 时 远 场 近似 成 立 。 在 19. 5.2 节 中 ， 将 利用 式 (19. 4-22) 对 有 限 尺 寸 
孔径 的 相 控 阵 进行 仿真 设计 。 


19.5 计算 实验 


首先 定义 用 来 说 明 结 果 的 参数 如 下 : 

M: 相 控 阵 的 孔径 数 (等 于 PHASAR 的 波导 管 数 ) ; 

Ly 信道 数 (需要 解 复 用 的 波长 数 ) ; 

AA: 通道 间 的 波长 间隔 ; 

r: 在 范围 [0,1] 间 的 随机 系数 ， 定 义 为 均匀 间距 长 度 A 的 小 数 部 分 (因此 随机 位 移 的 
范围 是 [ -rA,rA])。 

仿真 结果 如 图 19.6 ~ 图 19. 12 所 示 。 每 个 图 的 标题 同时 包含 所 用 参数 的 值 。 除 非特 别 
说 明 , > 假设 为 1。 在 19.5.1 节 中 ， 相 控 阵 孔径 假设 为 点 光源 。 在 19. 5.3 节 中 ， 将 考虑 有 
限 尺寸 孔径 的 情况 。 











217 


© 衍射 、 傅 里 时 光学 及 成 像 


19.5.1 点 源 孔径 


图 19. 6 显示 了 当 相 控 阵 的 中 心 波长 为 1550nm、 信 道 数 为 16、 相 令 信 道 之 间 的 波长 间隔 
为 0. 4nm 时 ， 图 像 平面 上 的 强度 分 布 和 零 交 叉 位 置 分 布 。 与 19.3 节 所 声明 的 一 致 ， 输 出 面 
上 没有 观察 到 谐 波 图 像 。 






































hn aiii 

















Al19.6 BAM EAR (参数 为 M=100, L=16, 8=15, AA =0.4nm) 





为 了 验证 式 (19.4.17) 得 出 的 色散 关系 ， 考 察 Ax 相对 于 AA, 6 和 不 同 的 z 值 的 线性 
关系 。 模 拟 结果 如 图 19.7 所 示 ， 得 到 的 直线 斜率 分 别 为 1.18 x 10°, 0.78 x 10°, 0.40 x 
105 ， 这 些 值 与 使 用 式 (19. 4-17) (参数 为 6 =30; =1550nm) 的 理论 计算 值 非常 吻合 ， 理 
论 计 算 值 分 别 为 1. 16 x 10°, 0.77 x 10° 和 0.39 x105。 


zazioa l 输出 位 移 与 波长 

















| | m y 
| | ca 
| | | 
上 一 | | | | ‘oe 
| EE | 
| | | 
| 二 OA | 
Æl. - | | 和 一 一 
a | E E 
a ae A | 
= ec en eee A a | 
2 
po oo co SN | 
| a or oo ee 
Sem ae) Aaa CO, ces SR eae | 
04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 2.4 
波长 /am 


图 19.7 线性 色散 关系 的 实验 验证 (M=100, L=16, 5 =30) 
在 MISZC 中 ， 随 机 采样 和 实现 零 交 义 对 得 到 良好 的 结果 都 是 至 关 重 要 的 。 在 下 文中 ， 
将 给 出 比较 结果 来 讨论 较 少 随机 抽样 对 结果 影响 的 重要 性 。 图 19. 8 和 图 19. 9 给 出 了 在 不 使 
用 整体 随机 抽样 的 情况 下 的 结果 。 除 了 参数 + 分别 为 0、1/4 和 1/2， 其 余 参 数 都 与 图 19.6 
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中 相同 。 可 见 ， 


当 7 小 于 1 时 ， 即 不 是 完全 随机 性 时 ， 
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不 同 阶 次 的 谐 波 开始 出 现 。 相 比较 而 


完全 























10 


言 ， 如 图 19.6 所 示 , 在 r=1 的 情况 下 ， 并 没有 出 现 谐 波 ， 因 为 在 这 种 情况 下 采用 的 是 
随机 采样 。 
‘ Wil ir 0 _ 焦 平面 的 输出 强度 /dB 
ih 
-5 Ihi 
| My jae le K o o H A Wh 
| | | iy i 
N i ai iy i My nt M ih mi 
“isl | we j ol Ia | ‘a ji uh 
aon) H 4a 
-25 |! \ | | | | | | | 
-30 1 i i 1 1 20 1 h | f 
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 
x10-3 x10-3 


图 19.8 非 随 机 采样 














的 谐 波 (M = 100， 


L=16, 6=15, AA =0.4nm, r=0) 


19.5.2 多 信道 


去 除 谐 波 图 像 的 主要 益处 是 可 尽 可 能 地 提高 
128 和 256 信道 来 研究 大 信道 下 的 特性 。 在 下 面 的 图 中 ， 相 控 阵 孔径 数 、 信 道 数 和 波 
Ah T M =200, L =128 和 AA = 0.2nm 时 的 结 


tt 64, 


长 间隔 分 别 用 M、L 和 AA 表示 。 图 19.10 % 








图 19.9 部 分 随机 采样 的 谐 波 (M = 100, 


L=16, 5=15, AA=0.4nm, r=0.5) 





增多 信道 数目 的 能 











。 许 多 情况 下 ， 通 常设 


果 。 该 图 由 两 部 分 组 成 。 图 19. 10a 显示 同时 多 通道 运行 时 的 解 复 用 特性 。 在 该 图 中 ， 可 以 
看 到 所 有 信道 之 间 的 不 均匀 性 在 0 ~2dB 范围 内 。 在 关于 WDM ( 波 分 复 用 ) 器 件 的 文献 中 ， 


通常 会 采用 指 


定 的 单一 信道 最 坏 情况 下 的 串扰 图 来 表征 
心 输出 端口 各 波长 的 归 一 化 透射 谱 。 串 扰 值 佑 计 为 204B。 可 见 ， 


PHASAR 中 的 波导 ) 时 ， 可 改善 串扰 值 。 


焦 平 面 的 输出 强度 /dB 




















a) 


图 19. 10 大 信道 数 下 的 


19.5.3 有 限 尺寸 孔径 


在 19.4.2 节 已 讨论 过 有 限 尺寸 孔径 条 件 下 产生 高 
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结果 








(M =200, L=128, 


b) 


AA =0. 2nm) 




















1545 1550 1555 1560 1565 


串扰 性 能 。 图 19. 10b 显示 的 是 对 中 
当 采 用 更 多 孔径 (对 


斯 截面 光束 的 理论 。 用 式 (19. 4-22)， 
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分 别 进行 多 次 模拟 。 采 用 128 个 信道 的 结果 如 图 19. 11 所 示 。 可 见 ， 该 结果 是 完全 可 以 接 
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图 19.11 高 斯 光束 的 结果 (M=150, L=128, 6=15, AA =0.2nm) 











19.5.4 生成 负 相 位 的 方法 


到 目前 为 止 ， 实验 结 果 都 是 运用 自动 零 交 义 方法 得 到 的 。 图 19. 12 给 出 了 一 个 例子 ,在 
16 信道 下 ， 在 整个 波 阵 面 的 相位 中 生成 了 具有 负 相 位 的 信道 [Hu，Ersoy] 。 由 图 可 见 , 与 
之 前 的 情况 一 样 ， 该 结果 同样 有 效 。 





焦 平 面 的 给 出 TER 
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图 19. 12 运用 生成 波 阵 面 负 相位 的 方法 设计 的 16 信道 























19.5.5 误差 容 限 


在 器 件 加 工 制造 过 程 中 常 产 生 可 预见 的 相 
位 误差 。 通 过 对 每 个 阵列 孔径 施加 随机 相位 误 
差 可 进行 相位 误差 容 限 的 研究 。 随 机 相位 误差 
可 由 [ -ERR,ERR] 范围 内 的 均匀 分 布 来 近 
似 得 到 ， 其 中 ERR 是 选 定 的 最 大 误差 。 只 要 
每 个 相近 方向 的 相 量 点 的 最 大 误差 满足 
IERRI<~7/2 (19. 5-1) — — 
这 样 对 每 个 孔径 来 说 就 是 有 益 的 ， 因 而 可 以 Š a > 
得 到 满意 的 结果 。 仿 真实 验 也 证 实 了 这 一 点 图 19. 13 ”使 用 相位 误差 设计 的 
I 19. 13 2 对 出 了 一 个 示例 ， 相 应 的 ERR =0. 250 16 信道 (ERR =0. 257) 
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总 输出 强度 /dB 

















19.5.6 3-D 仿真 








第 19 章 密集 波 分 复 用 


通过 类 似 的 模拟 方式 可 进行 三 维 情形 下 的 仿真 [Hu 和 Ersoy, 2002], Al 19. 14 所 示 的 


是 像 平面 (x-y 平面, z=2,) 上 的 聚焦 和 解 复 用 的 一 个 例子 。 所 使 用 的 四 个 波长 分 别 为 

1549. 2nm、1549. 6nm、1550nm 和 1550. 4nm, | 间隔 0. 4nm (50 GHz) 。 JE 2mm x 2mm 的 平面 

上 生成 50 x50 的 孔径 阵列 。 设 置 x 方 向 上 衍射 阶 5. 为 5， 而 在 y 方 向上， 设 定 6, 为 零 。 
图 19. 14a 给 出 在 像 平面 上 的 解 复 用 ， 图 19. 14b 表示 在 同一 平面 上 输出 线 (x 方向 ) 上 





对 应 的 插入 损耗 。 
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图 19. 14 具有 四 种 波长 和 精确 相位 的 3-D 设计 示例 











可 见 ， 取 合理 大 小 的 衍射 级 (5 ~5) 值 都 足以 产生 满意 的 结果 。 此 结果 意义 重大 ， 因 
为 它 表明 ， 制 造 三 维 相 控 阵 确实 可 以 使 用 现 有 的 技术 来 实现 。 三 维 相 控 阵 的 一 个 主要 优点 





19.5.7 相位 量化 
在 实际 制造 中 ,通常 对 相位 进行 





是 ， 相 对 于 二 维 情形 ， 其 孔径 的 数目 可 以 大 得 多 。 


量化 。 所 采用 的 技术 决定 了 量化 阶 的 数目 。 图 19. 15 给 
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出 了 四 个 量化 级 的 解 复 用 结果 ， 其 余 参 数 同 图 19. 14 中 的 一 致 。 可 见 该 结果 是 令 人 满意 的 。 
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到 19. 15 具有 四 种 波长 和 四 级 相位 量化 的 3-D 设计 实例 





19.6 ”实现 过 程 中 的 问题 


比较 实际 实施 过 程 中 的 不 同方 法 ， 可 以 得 到 比较 有 趣 的 结果 。 例 如 ， 在 平面 波导 的 
PHASAR 器 件 中 ， 波 导 的 长 度 应 根据 下 面 的 公式 来 选择 ; 
(a) 只 有 平面 参考 波 ， 自 动 零 交叉 





L, = ax, (19. 6-1) 
(b) 只 有 平面 参考 波 ， 实 现 负 相位 
L, = ax; - 0,/k (19. 6-2) 
式 中 ，0, 是 期 望 相位 ;是 波 数 。 

(c) 平面 和 球面 参考 波 ， 自 动 零 交 义 
L,=a(x«, +r,;) (19. 6-3) 

(d) 平面 和 球面 参考 波 ， 实 现 负 相位 
L,=a(x%,+r,,) -0,/k (19. 6-4) 


述 公式 表明 ， 实 际 中 ， 负 相位 的 物理 产生 方法 似乎 比 采 用 控制 波导 长 度 的 零 交 叉 点 法 
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更 难以 实现 。 然 而 ， 在 零 交 叉 点 法 中 ， 必 须 仔 细 调 整 孔 的 位 置 。 因 为 孔 的 初始 位 置 是 随机 选 
择 的 ， 这 不 可 预期 地 会 产生 更 多 附加 的 困难 ， 这 是 由 于 在 调整 后 其 结果 将 为 另 一 个 随机 数 。 

三 维 构 型 的 缺点 是 ， 它 可 能 难以 实现 更 大 的 级 数 5。 其 一 大 优点 就 是 用 来 设计 多 孔径 衍 
射 光 学 元 件 ， 也 可 以 用 于 DWDM 的 相 控 阵 器 件 设 计 。 由 模拟 结果 可 见 ， 级 数 6 取 5， 就 可 得 
到 满意 的 解决 方案 。 

这 可 通过 多 种 方式 来 实现 。 一 种 可 能 的 方法 就 是 通过 使 用 如 图 19. 16a 所 示 的 装置 ， 并 
与 16. 2 市 中 讨论 的 虚拟 全 息 术 方 法 相 结 合 。 为 了 得 到 更 大 的 6， 可 以 制造 比 通常 尺寸 大 5 f 
的 阵列 ， 如 图 19. 16b 所 示 的 倾斜 排列 ， 使 图 中 所 示 的 AL 更 大 。 然 后 ， 该 阵列 (现在 称 为 
实 阵列 ) 具有 必要 的 相位 调制 ， 并 且 成 像 到 如 图 19. 17 所 示 的 虚拟 阵列 ， 该 虚拟 阵列 可 以 通 
过 虚拟 全 息 的 方法 产生 。 如 果 设 M 为 横向 方向 上 的 缩小 倍率 ， 则 在 z 方向 上 的 缩小 倍率 为 
加 。 于是， 在 虚拟 阵列 z 方 向 上 的 倾斜 可 忽略 不 计 。 如 上 述 讨 论 ， 为 了 使 虚拟 阵列 运行 在 期 
望 状态 下 ， 并 将 不 同 的 波长 肾 焦 在 不 同 的 位 置 ， 虚 拟 阵列 要 有 必要 的 尺寸 和 相位 调制 能 
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图 19.16 一 个 可 能 的 MISZC 3-D 实现 的 可 视 化 结构 模型 


虚拟 阵列 








实际 阵列 成 像 光学 器 件 
图 19.17 与 图 19.16 连接 ， 以 实现 期 望 相位 调制 和 尺寸 的 虚拟 全 息 装置 

















223 


第 20 各 严格 衍射 理论 的 数值 方法 


20.1 本 章 引 论 


当 衍 射 孔径 的 尺寸 与 人 射 波 波长 相差 不 大 时 ， 标 量 衍 射 理论 是 成 立 的 。 通 常 这 种 条 件 下 
的 模型 也 比较 简单 。 生 产 越 来 越 小 的 设备 在 目前 已 呈 上 升 趋势 ， 这 时 利用 折射 光学 元 件 变 得 
不 切实 际 ， 同 时 随 着 越 来 越 复 杂 的 几何 构 型 和 材料 属性 的 需求 ， 需 要 尺寸 具有 一 个 波长 或 小 
于 一 个 波长 量 级 的 衍射 光学 元 件 。 然 而 ,在 这 个 太 才 范围 内 ， 标 量 衍射 理论 可 能 不 够 精确 ， 
通常 很 难得 到 解析 的 结果 。 复 杂 的 模型 也 需要 新 的 计算 方法 。 

利用 数值 方法 求解 麦克 斯 韦 方 程 是 一 个 实用 的 途径 。 为 此 发 展 出 了 一 些 新 的 方法 。 其 中 
一 种 是 基于 有 限 差分 的 数值 方法 ， 男 一 种 方法 是 基于 傅 里 叶 级 数 的 傅 里 叶 模 式 分 析 法 ， 第 三 
种 是 利用 有 限 元 方法 求解 有 边界 条 件 的 麦克 斯 韦 方 程 。 

本 章 共 分 为 8 节 。20.2 节 利 用 克 ( 兰 克 ，CranK) JB (E, Nicholson) 二 氏 法 的 有 限 
差分 形式 介绍 了 本 书 在 12. 4 节 中 讨论 过 的 傍 轴 光束 传播 (BPM) 公式 。20.3 节 讨 论 了 利用 
帕 德 (Padé) 近似 的 宽 角度 光束 传播 法 。 这 种 方法 通常 应 用 于 角度 变化 范围 较 大 的 问题 ， 
比如 波导 问题 。20. 4 节 介 绍 有 限 差分 方法 ,作为 下 一 节 学 习 的 基础 。20.5 节 介 绍 了 时 域 有 
限 差分 法 (Finite Difference Time Domain ，FDTD) ， 这 种 方法 目前 应 用 比较 广泛 。20.6 ET 
绍 了 时 域 有 限 差分 法 的 一 些 实验 。20.7 节 提 出 了 另 一 种 有 竞争 力 的 方法 ， 称 为 傅 里 时 模式 
法 (Fourier Modal Method, FMM) 。 














































































































20.2 基于 有 限 差分 法 的 BPM 


考虑 式 (12.2-4) 所 示 的 非 均 匀 介 质 中 的 效 姆 堆 效 方程 。 为 方便 起 见 ， 再 次 给 出 该 方 
程 如 下 : 


(V? +k (x,y,z))U(x,y,z) =0 (20. 2-1) 
其 中 
U(x,y,z) =u(x,y,z)e i (20. 2-2) 
该 位 置 相关 的 波 数 k(x,y,z) 满足 
k(x,v,z) =n(x,y,z) ko (20. 2-3 ) 


式 中 ,如是 自由 空间 的 波 数 ; n (x,y,z) 是 非 均匀 介质 的 折射 率 。 
如 12.3 节 所 述 ，n(x,y,z) 可 以 表示 为 


n(x,y,z) =n+An(x,y,z) (20. 2-4) 
WP, 元 为 平均 折射 率 。 
这 样 雍 姆 霍 效 方程 可 化 为 
[ V +nk, +2nAnk, |U =0 (20.25) 
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其 中 (An)* 忆 项 已 忽略 不 计 。 进 一 步 ， 光 场 可 假设 按 如 下 规律 变化 . 

U'(x,yY,z) = U(x,y,z)e" (20. 2-6) 
其 中 的 U(x,y,z) 被 假定 为 z 的 缓 变 函数 , k5 nky 相等 。 将 式 (20.2-6) FLA RMR 
程 ， 得 到 

VU +2jk ČU + (RP -PU=0 (20. 2-7) 


方程 式 (20.2-7) 被 用 在 光束 传输 法 中 的 有 限 差 分 公式 中 。 

如 12.3 节 中 讨论 的 那样 ， 当 傍 轴 北 姆 上 霍 兹 方程 成 立时 ， 式 (20.2-7) 可 化 为 
yy iëu dU 
8z 2k Hx By’ 

这 是 三 维 情况 下 BPM 算法 应 用 的 基本 傍 轴 方程 。 通 过 省 略 公 式 中 与 变量 y 相关 的 项 可 以 得 
到 二 维 傍 轴 方程 。 这 种 形式 的 傍 轴 近似 有 两 个 优点 。 首 先 ， 由 于 与 z 相关 的 快速 相位 变化 被 
提取 出 来 ， 使 得 近似 不 变 的 场 可 以 沿 着 纵向 网 格 进行 数值 表示 ， 网 格 的 间隔 可 比 波长 大 许多 
个 数量 级 。 这 就 使 得 BPM 算法 相 比 于 传统 有 限 差 分 法 效率 更 高 ， 因 为 传统 有 限 差 分 法 的 网 
格 间距 是 十 分 之 一 个 波长 量 级 。 其 次 ， 消 除了 xz 的 二 阶 导 数 项 ， 使 得 原本 是 二 阶 边界 值 的 问 
题 转变 成 了 一 个 一 阶 初 值 问题 。 二 阶 边 界 值 问 题 通常 需要 迭代 或 特征 值 分 析 来 求解 ， 而 一 阶 
初 值 问题 则 可 以 通过 沿 z 方向 的 简单 积分 来 求解 。 这 种 方法 相对 于 亥 姆 霍 效 方程 的 完全 数值 
解法 来 说 ， 在 很 大 程度 上 降低 了 计算 的 复杂 度 。 

然而 ， 计 算 复 杂 度 的 降低 也 需要 付出 代价 。 缓 变 的 包 络 近似 假定 了 场 的 传播 主要 是 沿 z 
轴 ( 即 傍 轴 方向 ) ， 而 且 它 也 限制 了 折射 率 变化 的 大 小 。 在 近似 中 去 除 二 阶 导 数 的 同时 也 消 
除了 后 向 的 行 波 解 。 因 此 ， 此 方法 对 基于 反射 的 器 件 不 适 有 用。 然而， 这些 问 题 可 以 通过 重新 
推导 近似 来 解决 。 为 解决 这 些 问题 ， 一 些 改进 方法 ， 例 如 ， 宽 角度 BPM 和 双向 BPM 算法 ， 
将 在 后 续 的 章节 中 讨论 。 

在 12.4 节 中 讨论 了 基于 FFT 求解 方程 式 (12. 3-5) 的 数值 方法 。 另 一 种 基于 有 限 差 分 
方法 的 算法 被 称 为 FD-BPM 算法 ， 特 别 是 它 运用 了 克 尼 二 氏 法 (C-N 法) [Yevick, 1989], 
有 时 ， 采 用 有 限 差分 法 能 得 出 更 精确 的 结果 [Yevick，1989] ，[ Yevick，1990]。 它 同样 可 
以 利用 较 大 的 纵向 步 长 ， 在 不 影响 精度 的 情况 下 降低 计算 复杂 度 [ Scarmozzino ] 。 

在 有 限 差 分 方法 中 ， 场 可 由 一 些 横向 平面 内 的 离散 网 格 点 来 表示 ， 这 些 平面 垂直 于 z 轴 
方向 ， 且 沿 着 z 轴 方向 等 间隔 分 布 。 一 旦 输入 场 是 已 知 的 ， 即 在 2 =0 的 场 已 知 ， 即 可 求 得 
下 一 个 横向 平面 的 场 。 采 用 这 种 方法 ， 沿 z 轴 方 向 传播 的 波 可 逐步 地 计算 得 出 。 我 们 将 给 出 
二 维 情 形 下 的 算法 ， 并 可 直接 扩展 到 三 维 情形 。 

ul 表示 场 在 某 格 点 的 值 ， 其 中 i 表示 该 点 在 横向 网 格 的 ”x4 中 间 平面 


+(P -k )U] (20. 2-8) 
























































RII, 表示 纵向 的 索引 。 同 时 假定 横向 平面 中 的 格 点 等 间隔 | en b en 
分 布 ， 间隔 为 Ax， 各 个 横向 面 亦 等 间隔 分 布 ， 间隔 为 Az。 在 
i ev ew! eur! 


克 尼 二 氏 法 中 ,， 式 (12.3-5) 表示 的 是 一 个 虚构 的 中 间 平 面 ， 

该 平面 介 于 已 知 的 平面 n 和 未 知 的 平面 n+1 之 间 , 如 图 20.1 PH ow, ew on 
所 示 。 | | | 
在 克 尼 二 氏 法 中 ， 中 间 平 面 的 一 阶 和 二 阶 导 数 可 由 以 下 公 

式 表 不 : 图 20.1 克 尼 二 氏 法 的 采样 点 
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> 
zZ 





© PTA, EMEF | 


= 一 一 (20. 2-9) 

















By irim T 
Siu _ Supt ow (20. 2-10) 
82 ere 2Az 
式 中 ，z ip =z +Az/2; © 表示 二 阶 差分 算 子 ， 其 由 下 式 给 出 。 
Su, =u,,, tu — 2u; (20. 2-11) 
利用 上 述 近 似 ， 式 (20. 2-8) 可 转化 为 
i wi oc 
式 (20. 2-12) 可 写成 一 个 三 对 角 和 矩阵 方程 [ Scarmozzino | 
aunt) tbtt +ew =d, (20. 2-13) 


求解 该 公式 ， 可 得 到 治 z 轴 方 向 第 (n +1) 层 的 未 知 的 w* 。 由 于 其 具有 三 对 角 性 质 ， 该 方 
程 可 通过 ON) 步 运 算 迅 速 求 解 ， 其 中 N 为 沿 x 轴 方 向 网 格 结 点 的 个 数 。 

在 边界 点 1 =0，N 中 ， 必 须 使 用 合适 的 边界 条 件 ， 通常 首选 透明 边界 条 件 [ Hadley, 
1990], [ Hadley, 1992}. 





20.3 RAE BPM 


上 述 傍 轴 近似 允许 BPM 算法 在 傍 轴 波 和 折射 率 微小 变化 的 情况 下 使 用 。 为 了 扩展 该 方 
法 ， 有 必要 把 之 前 忽略 过 的 二 阶 导数 项 重新 引入 ， 并 代入 式 (20. 2-8)， 则 从 式 (20. 2-7) 
开始 ， 其 可 以 表示 为 

FU gaU U TU, 


ae an (K -k)U=0 (20. 3-1) 





2 
S DBR, D RR o st (20.31) 可 写 为 
gZ 





DU +2 (Batis+ (F -P) Ju =0 (20. 3-2) 
可 将 上 述 公式 看 作 是 万 的 一 个 代数 方程 。 将 D 作为 未 知 量 求解 ， 可 得 
D=jk| /1+P-1] (20. 3-3) 
其 中 
1/8 a 2 72 
P 和 D 是 作用 于 U 的 算 符 。 于 是 , 式 (20.3-2) 可 化 为 [Hadley] 
oOo ik Jt+P-1)U (20. 3-5) 


该 式 只 给 出 了 光 沿 前 向 传播 的 解 。 光 沿 反 方向 传播 的 问题 可 以 通过 改变 二 次 方 根 项 的 符 
号 推导 得 到 。 这 两 种 解法 都 是 正确 的 。 

为 了 求解 式 (20.3-5) 中 的 V， 有 必要 将 V1 + P 展 开 。 用 帕 德 法 展开 该 式 ， 可 在 得 到 最 
高 精度 的 同时 得 到 最 少 的 展开 项 [ Hadley] 。 阶 数 为 (m,n) 的 由 德 近似 是 具有 如 下 形式 的 
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AA SH pRB 


M= 
e 
R 
7 


R(x) = io (20. 3-6) 


1 + $ b,x" 


k=1 


# 20.1 给 出 了 项 k( A FP-1) 的 低 阶 帕 德 近似 。 


表 20.1 项 Kk( V1+P-1) 的 低 阶 帕 德 近似 


阶 数 k( VI+P-1) 


P 


(1, 0) 元 





PF 
2k 2h 32h 
{poe ae FE 

4 尼 8k* 646 


(3, 3) 


通过 帕 德 近似 可 将 式 (20. 3-5) 变 为 
a .~N,(P) 


oz DP) 
式 中 ，N,(P) 和 D,(P) 是 P 的 多 项 式 ， 对 应 于 (m,n) 阶 的 帕 德 近似 。 

随 着 帕 德 近似 式 的 阶 数 增加 ， 解 
的 精准 度 也 随 之 提高 。 对 式 (20. 3-5) 
中 的 二 次 方 根 ，(1,1) 阶 帕 德 近似 对 
高 达 30° 的 角 也 足够 精确 ， 而 (3，3 ) 





U (20. 3-7) 











#4 
阶 帕 德 近似 同 其 15 阶 泰勒 展开 具有 #5 
相同 的 近似 精度 。 E 

宽 角度 光束 传播 法 常用 于 一 些 必 
须 涉及 宽 角度 的 应 用 中 ， 如 在 第 19 GOAL AN 
章 中 讨论 的 AWG 的 设计 实验 中 。 举 e G4 HO 
个 例子 ， 为 了 适应 长 度 变 化 ， 图 19. 2 波长 mm “L 
Kos S75 h oe fA BE BEY A o BI 图 20.2 一 个 设计 为 200 信道 的 相 控 阵 输出 强度 
20. 2 给 出 了 一 个 设计 为 200 信道 的 特写 图 ， 它 由 宽 角度 光束 传播 法 计算 得 到 








AWG 输出 强度 分 布 ， 该 结果 采用 宽 
角度 光束 传播 法 计算 得 到 ， 计 算 中 使 用 了 一 款 名 为 BeamPROP 的 RSoft 软件 。 
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20.4 有 限 差 分 


本 节 将 进行 时 域 有 限 差 分 方法 的 讨论 。 这 种 方法 是 基于 第 一 和 第 二 导数 的 有 限 差分 近 
似 。 这 些 将 在 下 面 讨论 。 

Xt u(x,t), EERTE t, HÆ x; + Ax RRF x, 的 泰勒 级 数 展开 式 由 下 式 给 出 [ Kuhl, 
Ersoy ] : 





Ax? Pu 
6 ax 


Ast atu 


u(x; +Ax,t,) |, =u | + Ax 一 24 ax 


Xistn ðx 

















Elsin 

(20. 4-1) 
最 后 一 项 是 误差 项 ,，&| 为 区 间 (xw; + Ax) 内 的 点 。 对 于 固定 时 间 i,， 其 在 点 x- Ax 的 展 
开 式 同 理 可 得 












































ðu Ax Fu Ax? u Axt ðu 
u(x; = Ax,t,) lis =u | ety = Ax ax a + 2 an = 6 ax? as +54 ox" eth, 
(20. 4-2) 
RP, &, 是 区 间 (x, -Ax,x,) 内 的 点 。 
将 上 述 两 个 展开 项 相 加 ， 得 到 
a 2 Ou Axt ðu 
u(x; + Ax) +u(x,—Ax) =2u | pa, FA 7 | tT gA l au (20. 4-3) 
式 中 , & 是 区 间 (x, -Ax,x,;+Ax) 内 的 点 。 
重新 整理 式 (20.4-3) 可 得 
3 u(x; + Ax) -2u(x,) +u(x, - Ax) j 
st | am 7 a | +0[(Ax)?] (20. 4-4) 
xt (20. 4-4) 可 写 为 
a? foe +u". 
ila Ghee OY] (20. 4-5) 
u 相对 于 时 间 的 二 阶 偏 导数 同样 由 下 式 给 出 : 
ðu ut! -2u +u""' 5 
oe ape (20. 4-6) 


20.5 时 域 有 限 差 分 法 











时 域 有 限 差分 法 是 一 种 逐渐 得 到 广泛 应 用 的 有 效 的 数值 方法 。 在 该 方法 中 ,麦克斯韦 方 
程 被 表示 成 中 心 差分 方程 的 形式 。 由 此 产生 的 方程 可 由 蛙 跳 式 方法 求解 。 换 言 之 ， 在 给 定 的 
瞬时 求解 电场 ， 在 下 一 个 瞬时 求解 磁场 ， 并 重复 该 过 程 多 次 。 

为 方便 起 见 ， 将 第 3 章 的 式 (3.3-3) 和 式 (3.3-4) 在 无 源 场 (无 电场 或 磁场 源 ) 中 
改写 为 如 下 形式 : 











ysis on™ 


aeS (20. 5-1) 


228 


第 20 章 ， 严格 衍射 理论 的 数值 方法 





dB ôH 




















pes ey (20. 5-2) 
st (20. 5-1) 说 明 ， 电 场记 的 时 间 导 数 与 磁场 甩 的 旋 度 成 正比 。 这 就 意味 着 ， 空 间 中 
某 点 新 一 时 刻 的 电场 值 ， 可 以 从 前 一 刻 的 电场 值 E 以 及 所 在 空间 点 两 侧 的 前 一 时 刻 磁场 值 
五 的 差分 来 得 到 。 
以 下 是 式 (3.3-14) 和 式 (3. 3-15) 写成 分 量 的 形式 : 
ðH, 1 (ðE, ak, | (20. 5-3) 
at waz ay P -< 
ôH, _ 1 OE, ðE, ' = 
alan az 7 n, ) a 
ðH, 1 (dE, ðE, | (20. 5-5) 
at Woy ox PF = 
dk, 1 (0H. OH, E 20. 5-6 
Ot e ay dz cia 
ðE, 1 th Ot gp.) (20. 5-7) 
ðt oe \ oz Ox i 
aE, 1 (ƏH, OH, 
a oF, (20. 5-8) 








接 下 来 ， 上 述 方程 采用 将 要 介绍 的 Yee 算法 ， 写 成 有 限 差分 形式 来 求解 。 
Yee 算法 
Yee 算法 是 通过 使 用 一 组 有 限 差 分 方程 来 求解 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 [Yee], EHARA 















































分 时 ， 在 三 维 场 中 的 每 个 电场 分 量 周围 都 环绕 着 四 个 磁场 分 H, 
量 ， 同 样 地 ， 每 一 个 磁场 分 量 的 周围 都 环绕 着 四 个 电场 分 
量 ， 如 图 20.3 所 示 。 电 场 分 量 和 磁场 分 量 以 时 间 为 中 心 ， "EA 
以 蛙 跳 方 式 排列 。 这 就 意味 着 特定 时 间 的 所 有 电场 分 量 都 可 以 Lae 
由 预先 存储 的 磁场 分 量 计算 得 出 并 存储 。 然 后 ， 所 有 的 磁场 分 mei. H | 
量 都 可 由 先前 计算 得 到 的 电场 分 量 来 求 出 【Kuhl ，Ersoy] 。 He 
对 于 Yee 元 胞 ， 离 散 化 过 程 如 下 : 5 ; > 
© [i j,k] =(iAx,jAy,kAz), EF Ax, Ay 和 Az 分 别 是 
在 x、y 和 z 方 向 上 的 空间 增 量 ,，i, j,〖 为 整数 ; 
elie Al 20.3 Yee 元 胞 的 电场 及 
磁场 分量 分 布 [Yee] 
© ULCIAX ,jAy,kAz,nAt) =u}; go 
对 * 轴 方 向 关于 v 的 一 阶 空间 偏 微分 ， 在 时 间 c, = nAt 的 Yee 中 心 有 限 差分 由 下 式 给 出 ， 
oe (ie jAy ,kAz,nAt) Se + OF (Ax)?] (20. 5-9) 


可 见 ， 为 求 点 (iAx, jAy, kAz) 的 场 ， 需 要 用 到 距离 该 点 Ax/2 远 处 的 点 的 未 知 数据 ， 
这 与 克 尼 二 氏 法 类 似 。 对 于 空间 某 一 点 ,uw 对 时 间 的 一 阶 仿 微 分 由 下 式 给 出 . 


Oa i u a 
OU iAy jAy,kAz,nAt) = i iik 
Ot JAy 


e +0[ (At)? ] (20. 5-10) 
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将 时 间 为 n 时 的 点 (i,j, h 的 时 间 、 空 间 导数 代入 式 (20. 5-6) , 
E, E a H, k +1/2,k =H, Be 1/2 ,k H, Ẹ k+1/2 =H; i k -1/2 n 
At Te a 二 Ay =e i Az a =O; jE, a 
(20. 5-11) 
该 式 右边 的 所 有 项 都 是 在 时 间 为 n 时 计算 出 的 。 所 有 在 时 间 点 n 时 所 需 的 磁场 分 量 都 是 已 知 
AM), RÆ E, 在 时 间 点 n -1/2 时 被 存储 了 。 对 于 无 损耗 区 域 ， 该 项 为 0。 如 果 o a DAF, 
WE, 可 以 由 下 式 佑 计 [Yee]; 








x 











n-1/2 


E 
ane (20. 5-12) 


ii = = 2 
式 (20. 5-12) 表示 的 是 一 个 在 时 间 n -1/2 ie ,和 一 个 在 时 间 n+1/2 的 未 知 量 的 平 


均值 。 将 式 (20.5-12) 代入 式 (20.5-11), 可 


n+1/2 
i,j,k +E, 








E 


x 























































































































E, e +E, Fa = At z | i jk -H, | ink H, i i, j,k +1/2 =H, | Ejk- ag E | og +E, | a) 
ii ijk Ay Az n 2 
(20. 5-13) 
ASFA, RfE i E, T4 
1- T; Ar ,At At 
n+1/2 _ 22; j,k w-172 Ei j,k H, i j+U/2,k -H, i j 1728 H, ERT -H, i 172 
NE 一 
EE E A i ar， ©, At At æ li, j,k i Ia Ay Az 
De, 2E; jn 2E, jk 
(20. 5-14) 
FX 星 TE E 
所 有 其 他 未 知 的 场 分 量 可 由 下 式 进 行 类 似 的 推导 
1 Oi jnAt At 
E erg = 2E; jr E aia 4 i,j,k x (= z j,k +1/2 -H, PE H, | P412k zH. | i, wast) 
y lig, o..,At} i a; ,,At Az Ax 
1 + i, j,k Bs Fs 
2E; j 28, ji 
(20. 5-15) 
i T, ,,At At 
n+1/2 _ 2E; jk n-1/2 Ei, i,k H, i+ 1/2,j,k =H, i- 1/2,j,k H, 2 =H, jk 
By = Elia + 2 
zli,j, T; „At 2 U,],8 T; At Ax Ay 
1+—+ 1+2— 
2é; j,k 2e; j,k 
(20. 5-16) 
1 Pi AL Ai 
H A = i jk H |” at Hijak EE ,人 -E, Se E, ji -E, iaa) 
x li,j, i Pint slije i Pinal Az Ay 
i jh 2M, jk 
(20. 5-17) 
1 Pi jet At 
H ae = 2U; jk lH |" ee: My, i,k X (= | P -E, | Tri E, | T -E, E 
Yh by s i y ltyy,k $ 
p! At p! At Ax Az 
1 于 Oe 1 + J 
2U; ik i 
(20. 5-18) 
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1 Pi j,^t At 
H | 2 2 i H [2 ne Ky, i,k E, PEF =k; eer = E, | ar =E | ajk 
z j,k p! Ôt zli, j,k p! aut Ay Ax 
1+ 2 1+ 7 
Li Mi, j,k 
(20. 5-19) 


20.6 计算 机 实验 


我 们 在 计算 机 实验 中 使 用 Remcom 出 品 的 电磁 场 仿真 软件 XFDTD [Kuhl，Frsoy] 。 在 这 
个 软件 环境 下 ， 所 关注 的 区 域 是 一 个 立方 体 网 格 ， 为 了 使 其 能 够 模拟 特定 的 模型 ， 每 个 网 格 
的 边 可 以 赋予 不 同 的 材料 特性 。 对 于 每 个 元 胞 ， 材 料 可 以 是 理想 导体 或 自由 空间 ， 也 可 以 以 
其 他 方式 来 定义 。 空 间 采 样 的 间隔 在 亚 波长 量 级 ， 通 常 在 一 个 波长 的 1/30 ~ 1/10 的 范围 内 。 
关注 区 域 是 由 一 个 平面 波 或 多 个 电压 源 激励 的 。 激 励 信 号 可 以 是 脉冲 信号 或 正弦 信和 号。 仿真 
的 持续 时 间 是 由 设 定 的 所 需 时 间 步 数 决定 的 。 

当 模 拟 的 区 域 延 伸 到 无 穷 远 时 ， 网 格 的 边界 采用 的 是 吸收 边界 条 件 (ABC) 。 这 使 
得 所 有 从 该 区 域 传 出 的 波 几 乎 都 没有 反射 。 此 时 关注 区 域 也 可 以 通过 一 个 理想 电导 体 
包围 。 

一 且 按 照 设 定 的 时 间 步 又 数 计算 该 场 ， 近 区 瞬 态 和 稳 态 场 就 可 以 彩色 强度 图 像 进行 可 视 
化 , 或 者 可 以 绘 出 某 点 场 分 量 随 时 间 的 变化 曲线 。 当 需要 稳 态 输出 时 ， 观 察 在 特定 点 的 场 随 
时 间 的 变化 有 助 于 显示 是 否 达 到 稳定 。 

在 计算 机 实验 的 执行 中 ， 使 用 了 A/20 大 小 的 元 胞 尺寸 [Kuhl，Ersoy ] 。 激 励 源 是 沿 z 方 
向 传播 的 y 偏振 正弦 平面 波 。 全 部 衍射 结构 都 是 由 理想 的 导体 构成 的 。 衍 射 结构 的 所 有 边缘 
均 平行 于 x 轴 ， 以 避免 消 掉 yy 方 向 偏振 的 电场 。 

一 维 菲 涅 耳 波 带 片 (FZP) 同 15.11 节 所 讨论 的 没有 x 变量 的 FZP 是 相同 的 。 其 模 m 定 
义 为 一 些 不 透明 的 偶数 或 奇数 区 域 的 个 数 。 

图 20.4 给 出 了 三 个 不 透明 区 域 (m =3) 的 例子 。 

利用 XFDTD ， 对 厚度 为 0. 1 和 A 入、 焦距 为 3A 的 一 维 [ee 
FZP 进行 了 模拟 ， 并 对 前 三 个 模 的 结果 进行 了 分 析 。 | 
图 20.5 给 出 了 穿 过 FZP 中 心 沿 z 轴 方 向 的 强度 值 随 距 ey 
离 FZP 的 距离 变化 。 该 曲线 图 表明 ， 在 距离 波 片 3A 
位 置 处 达到 强度 峰值 ， 并 且 随 着 模 数 的 增加 ， 峰 值 在 = 

pe 
SSS 







































































该 处 会 变 得 更 高 WEEE, 

在 焦 线 上 沿 y 轴 的 强度 曲线 如 图 20. 6 所 示 。 该 图 
显示 ， 光 点 尺寸 随 着 模 数 的 上 升 而 减 小， 同时 旁 六 强 
度 也 由 于 模 数 增高 而 降低 。 图 20.4 m=3 的 一 维 FZP 

上 述 实 验 表 明 ， 时 域 有 限 差分 法 在 生成 所 需 的 几何 模型 和 指定 材料 参数 方面 提供 了 相当 
大 的 自由 度 。 特 别 是 当 受 限于 复杂 的 几何 模型 或 衍射 的 小 孔 尺 寸 比 波长 小 得 多 等 原因 ， 标 量 
衍射 理论 不 足以 满足 精度 要 求 时 ， 时 域 有 限 差分 法 的 优势 就 尤为 明显 了 。 
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图 20.5 应 用 时 域 有 限 差 分 法 得 到 的 治 z 轴 方 向 的 强度 分 布 
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图 20.6 应 用 时 域 有 限 差分 法 得 到 的 在 焦 线 上 治 y 轴 的 强度 曲线 








20.7 傅 里 时 模式 法 
































傅 里 叶 模 式 法 是 几 种 分 析 浮 雕 型 衍射 光学 元 件 的 方法 中 最 通用 、 最 严谨 的 方法 。 这 方面 
的 最 初 工作 被 称 为 严格 耦合 波 分 析 (Rigorous Coupled-Wave Analysis, RCWA) [ Moharam, 
1982]。 它 最 初 主要 应 用 在 衍射 光栅 分 析 中 ， 后 来 也 被 推广 到 非 周期 结构 的 分 析 中 
[Lalanne-Silberstein ] 。 在 本 节 的 简要 介绍 中 ， 将 假定 一 种 光栅 结构 进行 讨论 。 

傅 里 叶 模 式 法 是 一 种 频 域 方法 ， 它 涉及 将 光栅 模式 作为 特征 矢量 的 计算 ,以 及 介 电 常数 
的 傅 里 叶 展 开 、 光 栅 区 域内 部 电磁 场 的 傅 里 叶 展开 。 光 顶 内 部 场 的 傅 里 叶 展 开 可 生成 一 种 差 
分 方程 系统 。 在 求 出 该 系统 的 特征 值 和 特征 向 量 之 后 ， 我 们 发 现在 光栅 表面 的 边界 条 件 适 合 
于 计算 衍射 效率 。[ Lalagne and Morris, 1996], 
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图 20.7 给 出 了 二 维 情形 下 用 来 解释 该 方法 的 几何 模型 。 











光栅 区 域 








到 20.7 ” 健 里 叶 模 式 法 的 几何 模型 [Lalanne and Morris, 1996 ] 








沿 * 轴 方 向 的 周期 性 光栅 ， 其 周期 为 A， 介 电 常 数 为 函数 (x) 。 考 虑 磁场 的 偏振 沿 y 
轴 方 向 且 没 有 变化 ， 这 样 的 磁场 模 称 为 模 磁 场 模 (TM 模 )。 入 射 平面 波 与 z 轴 方 向 成 6 夹 





角 。 同 时 ， 定 义 如 下 的 傅 里 叶 级 数 . 





Eo = 
20 _ by a e 
é(x) k=-% i 


式 中 , K=27T/A, 
各 场 分 量 可 写 为 [Lalanne and Morris, 1996 | 
E, = Seine 
E, = Df) 
H, = >Use 
式 中 ，B = ksin -20。 
在 这 种 情况 下 ,麦克斯韦 旋 度 方程 由 下 式 给 出 : 














(20.7-1) 


(20.72) 


(20.7-3) 
(20. 7-4) 
(20. 7-5) 


(20. 7-6) 


(20. 7-7) 


(20. 7-8) 


对 于 变量 z 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 可 用 素数 和 双 素 数 的 数量 来 表示 。 将 式 (20. 7-3) ~ 式 


(20.7-5) 对 应 代入 式 (20.7-6) ~ 式 (20.7-8) ， 结 果 如 下 : 
—j(Km +B)f, +5), = -jkoU,, 


U', = jko > ee 
P 


1 
Ía 一 (pK +B)a UN 
0 p 


(20.7-9) 
(20. 7-10) 


(20. 7-11) 
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tree 20 Tel) GK (20.72) tS 
S' =-jkU, + i, (Km +B) È OK +B) a, ant; (20. 7-12) 
实际 上 ， A ee 式 (20.7-10) 和 式 (20.7-12) 构成 了 
大 小 为 2(2M +1) 的 特征 值 问题 。 然 而 ， 利 用 式 (20.7-10) 求解 0 的 二 阶 偏 微 分 将 更 容易 
计算 [Caylord, Moharam, 1985], [ Peng]: 
U1, = BY Dem [U, - 0K +B) H E GOK +O at, (20. 7-13) 
方程 式 (20.7-13) 可 以 写成 矩阵 形式 ， 具 体 如 下 式 ; 
=u" =E(K,E~'K,-1)U (20. 7-14) 











SUH, BARKS FERREE, 了 为 单位 矩阵 ; 五 为 介 电 谐 波 系数 和 矩阵 ; K, &— Alfa 
阵 ， 其 第 i 个 对 角 元 素 等 于 (iK +B) /kyo 

方程 式 (20.7-14) 的 一 个 更 有 效 的 计算 形式 如 下 [Lalanne, 1996]; 

dyr =E(EK,E™`'K,-I)U (20. 7-15) 

作为 示例 ， 图 20. 8 给 出 了 TM 偏振 光 入 射 到 金属 光栅 时 ， 在 保持 傅 里 叶 系 数 不 变 的 情 
OUP, EA 0 级 衍射 光 的 衍射 效率 。[ Lalanne and Moris，1996 ] 。 实 线 和 圆圈 曲线 分 别 由 方 
程式 (20.7-14) 和 式 (20.7-15) 得 到 。 

以 上 的 介绍 是 导 引 性 的 。 目 前 已 经 有 针对 许多 不 同 应 用 的 健 里 叶 模 式 法 的 改进 ， 而 且 该 
方法 还 将 得 到 进一步 的 改进 。 




















69.822 


70r [= 


o 
69.229 
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图 20.8 TM 偏振 光 和 人 射 到 金属 光栅 时 ， 透 射 0 级 衍射 光 的 衍射 效率 [Lalanne and Morris, 1996 | 
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附录 A Bk A em Bf 


脉冲 〈8 RIKE S) 函数 8(b AT EA HA RAE pa A CGE, 5E 
如 图 A. 1 所 示 的 有 限 脉冲 。 它 被 定义 为 


























x(t) 
L ae Va 
x(t) =( a 2 2 (A.1-1) 
0 ”其 他 
对 于 所 有 的 a 值 ， 脉 冲 下 的 面积 均 保 持 为 1。 脉 冲 Sete ess 
函数 可 定义 为 图 A.1 单位 面积 的 有 限 脉冲 
S(t) =limx(1) (A. 1-2) 


6(1) 满足 
[awa =1 
5(1) =0 t+ 40 (A. 1-3) 
在 数学 上 ， 我 们 认为 5(1) 不 是 一 个 常规 的 函数 ， 而 是 一 个 广义 的 函数 或 分 布 ， 将 在 后 
述 进行 讨论 。5(1) 具有 如 下 采样 性 质 . 
[dcr =r) h(r)de = f(r = A(T) dt = h(a) (A. 1-4) 
StH, A(t) 是 一 个 已 知 图 数 ， 它 在 7 =t 时 是 连续 的 ， 且 在 1 <t<t, 上 也是。 
显然 ， 如 果 h(t) 是 线性 时 不 变 系统 的 脉冲 响应 ， 对 系统 利用 SG) 作为 输入 即 可 得 到 
h(t). 
脉冲 函数 也 可 以 写 为 单位 阶 跃 函数 的 导数 














S(t) = Tu(t) Ch es 
脉冲 函数 可 以 通过 多 个 积分 值 为 1 的 函数 取 极 限 运算 来 获得 。 下 面 是 一 些 例子 : 


lim [ ae~“u(t) | 








S(t) = (A. 1-6) 











显然 ， 上 述 函 数 在 :和 0 时 的 极限 趋 近 于 0, 在 上 =0 时 的 极限 是 w 。 在 最 后 一 个 例子 中 ， 
在 tO 处 的 极限 不 趋 近 于 0,， 但 是 该 函数 振荡 得 非常 快 ， 式 (A.1-6) 仍然 成 立 。 
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男 一 种 构造 脉冲 函数 的 方式 是 通过 图 A. 2 中 所 示 的 三 角形 脉冲 。 它 的 面积 为 1。 当 v 趋 
近 于 0 时 ， 其 面积 仍然 为 常数 1， 同 时 三 角形 的 底 边 长 趋 近 于 0， 它 的 高 趋 近 于 正 无 穷 。 即 























S(t) = timm ( 2, -1,1 ) (A. 1-7) LO 
上 述 脉冲 函数 的 导数 可 以 被 定义 为 o ae 
x(t 
ea ge Wa Oh 
5O) = 和 lm 1,1] 1/a t 
-= lim} di (2 一 1 1) 
an dt a —2/a2 
-al2 O al t 
(A. 1-8) A 二 
三 角形 脉冲 的 导数 如 图 A. 2b 所 示 。8'(1) 
被 称 为 二 阶 阶 跃 函数 图 A.2 三 角形 脉冲 及 其 导数 
: a) 三 角形 脉冲 b) 导数 
脉冲 函数 的 导数 可 以 由 下 面 的 积分 来 P 
wy. 
[RU (A. 1-9) 


式 中 ,ti <to <b; S(t) MEG) 是 5(t) 和 f(t) WA k MER, 
脉冲 函数 的 一 些 常 用 性 质 如 下 : 
性 质 1 时 域 缩放 


TTEN -让 as 人) (A. 1-10) 
性 质 2 ”与 函数 相 乘 


FOD to) =f) 8(t - to) , FCI) 在 1=4 点 连续 (A. 1-11) 
性 质 3 6[/(1)] 


| athe) ae = > aoe #0 (A. 1-12) 
ate, o) = LD n HA) =0 时 的 值 。 
性 质 4 平移 脉冲 函数 的 求 和 
in > òl: -+)= S oP -142y cos(2aht/T) (A. 1-13) 





例 A.1 HAF 


ie a(+ = 1 Jeos( 102) de 


ea 


=36(¢-3) 


解 : 


即 
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[a(# = 1 Jeos(101) dt = 3| aCe — 3) cos(10¢) dé 











= 3cos(30) 
= 33/2 
例 A.2 用 脉冲 函数 表示 : 
lim 1 e -12/32 
me /2 7a 
解 : 
= oe - ?/32a? 1 -= (t/4)2/202 
e = e 
27a 27a 
因为 
lim— e "2? =3(t) 
ii a 
所 以 





例 A.3 用 脉冲 函数 表示 
. lf? 
lim f cos( tx) dx 


解 ; 已 知 

Tf cos( tx) dx = sin( at) a>0 

7/0 Tmt 
因为 

lim) =8(1) 
所 以 
8(1) = lim +f cos( tx) dx (A. 1-14) 
a>% TT 0 

结果 通常 写 为 





. 1 7 jtx 
8C) = hima) 





附录 B 线性 矢量 空间 


B.1 本 章 引 论 


在 非常 多 的 应 用 中 ,通常 利用 基于 一 组 基 消 数 的 全 里 叶 相 关 的 级 数 和 离散 变换 来 对 信号 
进行 表示 。 更 一 般 地 讲 ， 这 是 线性 矢量 空间 的 内 容 ， 在 线性 矢量 空间 里 这 些 基 消 数 被 称 为 基 
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矢量 。 利 用 离散 傅 里 叶 相 关 变 换 对 信和 号 进行 表示 ， 可 被 看 作 是 在 有 限 和 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 
中 用 基 矢 量 对 信和 号 进行 表示 。 

量 空间 最 常见 的 例子 就 是 我 们 熟知 的 三 维 空间 R 。 在 一 般 情况 下 ， 矢 量 空间 的 概念 
是 比较 宽泛 的 。 每 一 个 矢量 空间 都 对 应 属于 域 的 标量 集 。 通 过 对 中 的 元 素 进行 加 法 和 
乘法 运算 ， 可 生成 的 新 元 素 。 一 些 常 见 的 域 有 实数 域 R、 复 数 域 C、 由 [0, 1] 给 出 的 
二 元 域 和 有 理 多 项 式 域 。 

下 域 上 的 一 个 矢量 空间 $， 是 由 一 系列 被 称 为 拓 量 的 元 素 构成 的 集合 ， 且 在 其 上 可 进行 
加 法 运算 (+) 和 乘法 运算 (. )。 Su, v, w 是 5 的 元 素 (RE), Hoa, 是 标量 ， 且 
为 属于 上 式 F 的 元 素 。5S 满足 以 下 公理 : 


(1) u+v=vtues; 





























(2) alu +v) =aut+aves; 

(3) (a +B)u =au +ßu; 

(4) (u+v)+w=u+(v+w); 

(5) (aB)u =a(pu); 

(6) 存在 一 个 零 天 量 9， 满足 g+&=x。0 经常 简写 为 0; 

(7) 对 于 标量 0 和 1, 满足 0u=0, lu=l; 

(8) 对 于 每 一 个 二 矢量 都 存在 一 个 负 矢 量 -u, HWE 

u+(-u) =0 

-u $F -1-u, 

下 面 给 出 了 一 些 重要 的 矢量 空间 。 

F 是 具有 nn 个 分 量 (每 个 分 量 均 属于 域 ) 的 列 矢 量 空间 。 两 种 特殊 情况 分 别 是 R 
( 它 是 实 域 R 的 子 域 ) UK C ( 它 是 复数 域 C INF FP ETA m x n 大 小 和 矩阵 的 空间 ， 
它 属 于 下 的 子 域 。 

下 面 是 一 些 其 他 矢量 空间 的 例子 。 








例 B.1 令 太 丈 为 同一 个 下 域 上 的 矢量 空间 。 笛 卡 儿 积 耻 x 丈 由 一 组 有 序 的 矢量 对 fv, 
w) 构成 的 集合 组 成 ， 其 中 ve V,， we W, 7x 丈 是 一 个 矢量 空间 。『 x 丈 上 的 矢量 加 法 和 乘 
法 定义 如 下 : 





{v,w} +{p,q} = |v+p,w+q| 
ajv,w! =|av,aw} 
0=|0,,0,| 


WF, aeF; v, peV; w, qe W; 0, 和 9, 分别 是 V 和 WW 上 的 零 撩 量 。 
笛 卡 儿 积 矢量 空间 可 被 拓展 为 包含 任意 数目 元 素 的 矢量 空间 。 





例 B.2 KKH [a,b] 上 的 变量 :的 所 有 复 连续 函数 构成 一 个 矢量 空间 ， 记 为 Cla,b]。 € 
u Ally 是 该 空间 上 的 矢量 ， 且 ge F『。 则 矢量 加 法 和 标量 乘法 法 则 如 下 : 
(u+v)(t) =u(t) +v(t) 
(au) (t) =au(t) 
FERE O 是 在 区 间 [a, b] ETP eRe, 
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B.2 矢量 空间 的 性 质 


本 节 将 讨论 矢量 空间 的 一 般 性 质 ， 而 不 是 某 一 个 特定 的 矢量 空间 的 性 质 。 

子 空间 

对 非 空 矢 量 空间 了 ， pe aie ALS 可 能 有 更 多 数目 的 元 素 ， 则 
了 是 空间 $ 的 一 个 子 空间 。 令 MAIN OAS 的 子 集 ， 则 其 满足 如 下 两 条 性 质 : 

(1) 其 交集 MOAN 是 5 的 子 集 。 

(2) EAM MON Æ S 的 子 集 。 直 和 定义 如 下 : 

直 和 

对 于 每 一 个 se5 都 存在 唯一 的 s, eS, Ms es, HWE s =s +s, MSI S AS, 的 直 
和 ， 记 为 





Se (B. 2-1) 








例 B.3 令 例 B.2 中 的 (a,5) =(-o ,o )， 考 虑 由 下 式 给 出 的 奇 郧 数 和 偶 函 数 ; 
u,(t) =u,( =t) 
u(t) = -u,( -t) 
1X HE Ay PR AG PA LAT al AA T TE S, MS, ERA S 中 的 任何 函数 x( 都 可 以 分 解 成 由 
一 个 奇 函 数 和 一 个 偶 函 数 构 成 的 形式 : 












































u,(t) = (B. 2-2) 
nia sE al (B. 2-3) 
H 
u(t) =u,(t) +u,(t) (B. 2-4) 
显然 ，S,、5, 的 直 和 是 So 
DIE 
若 矢 量 空间 5 的 子 空间 S, 是 凸 的 ， 则 对 于 任意 的 gs Ms seS.， 由 下 式 给 出 的 矢量 9 : 
s, =As,+(1-A)s,, OSAKI1 (B. 2-5) 
s, 同样 属于 S.。 














在 是 子 空间 中 ， 子 空间 中 任意 两 个 点 (矢量 ) 之 间 的 线段 同样 属于 该 子 空间 。 
线性 无 关 性 
如 果 可 被 写 为 如 下 所 示 的 $ 中 矢量 的 线性 组 合 ， 则 称 u 在 相对 于 矢量 v, 构成 的 集合 5 
上 线性 相关 。 
u= 之 cm (B. 2-6) 


AF, c,eF, 

如 果 不 满足 式 (B.2-6), PK u EXIF S 空间 内 的 矢量 线性 无 关 。 如 果 一 组 矢量 构成 
的 集合 中 ， 每 个 矢量 都 相对 于 其 他 矢量 线性 无 关 ， 称 该 矢量 集 为 线性 无 关 组 。 

以 下 给 出 线性 无 关 矢 量 的 两 个 性 质 ， 而 不 作证 明 : 
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(1) 一 组 矢量 zx ，z ，… 线 性 无 关 ， 若 要 满足 D cou, = 0 ， 则 对 所 有 丰 ， 均 有 c, =0。 

(2) 一 组 矢量 w。，u, ，… 线 性 无 关 , BY ou, = Yb, u, Mor, WET, BAe, = 
ls 

张 成 空间 

如 果 矢 量 ME (B. 2-6) 中 所 述 的 S 中 矢量 的 线性 组 合 ， 则 称 w 属于 由 5 的 子 集 张 
成 的 子 空间 矢量 ， 由 5 中 的 矢量 张 成 的 子 空间 定义 为 span(S) (5 的 张 成 空间 ) 。 

基 和 维度 

矢量 空间 $ 的 基 (或 坐标 系 ) 是 由 一 组 线性 相关 的 矢量 构成 的 集合 ， 使 得 5 中 的 每 一 
个 矢量 是 B 中 元 素 的 线性 组 合 。 

矢量 空间 5 的 维 数 M 等 于 集合 了 3 的 元 素 的 数目 。 若 MEAR, M 5 是 一 个 有 限 维 矢 
量 空间 。 和 否则 ， 则 它 是 无 限 维 的 。 
如 果 B 中 的 元 素 为 by, bi, ba, +, by 




















| 


， 则 $ 中 的 任意 矢量 x 可 以 表示 为 


x = > u,b, (B. 2-7) 


AP, w, ele Pk F WERE 
对 于 有 限 维 矢量 空间 $5， 其 一 组 基 中 元 素 的 个 数 与 其 他 任意 一 组 基 中 元 素 的 个 数 相等 。 
在 一 组 正 交 基 中 ， 其 中 的 任 一 矢量 b 与 其 他 矢量 正 交 。 如 果 B 是 一 组 正 交 基 ， 取 x 与 
b, 的 内 积 代入 式 (B.2-7) ， 可 得 





M-1 
(u,b,) = > w,(b,,5,,) = w,,(b,, 9, ) 
k=0 


所 以 





(B. 2-8) 





例 B.4 Ar Raa F, M nxn 的 单位 矩阵 工 的 列 向 量 是 线性 无 关 的 ， 同 时 也 张 成 空间 
F", WIE, ENER F 的 一 组 基 。 这 样 的 基 称 为 标准 基 。 





B.3 内 积 矢量 空间 


实际 感 兴趣 的 矢量 空间 通 稼 是 结构 化 的 ， 其 存在 一 个 范 数 来 表示 矢量 的 长 度 或 大 小 ; 存 
在 两 个 矢量 间 的 方向 的 测度 ， 称 之 为 内 积 ; 存在 任意 两 个 矢量 之 间 的 距离 的 测度 。 这 样 的 矢 
量 空 间 被 称 为 内 积 矢 量 空间 。 本 章 其 余部 分 的 讨论 都 将 限定 在 这 样 的 矢量 空间 。 它 们 的 性 质 
将 讨论 如 下 。 

内 积 矢 量 空间 S 中 的 两 个 矢量 ww Al 的 内 积 记 为 〈(& ,7) ， 其 为 一 个 从 Sx SD 的 映射 ， 
满足 下 述 性 质 : 

(1) (u,v) =(v,u)* 

(2) (au,v)=a(u,v), a 是 一 个 标量 


(3) (u+v,w)=(u,w)+(v,w) 
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(4) 当 wz0 时 , (uju) >0， 当 w=0 时 , (u,u) =0 
X u 和 "是 V 元 组 时 


u =| ug u uy ]' 
v=[v v vya] 
(u,v) 可 被 定义 为 
N-1 
(u,v) = > uv (B. 3-1) 
k=0 


当 具 有 逐 点 加 法 和 标量 乘法 的 矢量 空间 C[a,b] 内 的 函数 J(1) 与 g(1) WER KAH, 
其 内 积 (fg) 可 以 表示 为 


(fg) = [F0 # gd (B.32) 


矢量 zx 的 欧 几 里 得 范 数 为 V(u,u)， 将 其 记 为 | ul 。 如 果 矢 量 v MRE u 满足 (u,v) = 
0， 则 称 两 个 矢量 是 正 交 的 。 在 矢量 空间 rr 中， 定义 了 一 个 更 常用 的 范 数 


lul, = [Bim] (B. 3-3) 
式 中 , 1p 二 w 。 当 p =2 时 ， 该 范 数 为 欧 几 里 得 范 数 。 
下 面 将 讨论 内 积 矢量 空间 的 常见 重要 性 质 ， 特 别 是 一 些 典 型 内 积 矢量 空间 的 性 质 。 
距离 测度 
HARE u 和 ? 的 距离 duv) 表示 这 两 个 矢量 的 相似 程度 。 内 积 矢量 空间 也 是 测度 为 
d(u,v) 的 量度 空间 。 距 离 d(u,v) 可 以 通过 多 种 方式 定义 ， 只 要 其 满足 以 下 性 质 : 
(1) d(u,v) 20 
(2) d(u,u) =0 
(3) d(u,v) =d(v,u) 
(4) P (u,v) <d (u,w) +d (w,v) 
Ba A E FS BR A E BLK AS RN = FAAS EK 
KÆ u 和 vw 的 欧 几 里 得 距离 如 下 式 所 示 : 
d(u,v) =lu -v| =[(u-v,u-y) |'7 (B. 3-4) 
可 见 ， RE u wee d(u,0), HP Oks, 
即使 矢量 的 欧 几 里 得 距离 可 以 表征 矢量 u Flv 的 相似 度 ,， HEE AV) UR Av 的 
范 数 。 为 了 消除 这 种 依赖 性 ， 可 以 通过 将 它 除 以 lul1v1 来 进行 归 一 化 。 
内 积 矢 量 空间 的 例子 
两 种 最 常见 的 内 积 空间 是 实数 集合 R 和 复数 集合 C， 这 里 将 矢量 u 和 vw 的 自然 测度 d 
(u,v) 作为 其 欧 几 里 得 距离 。 
C 和 及" 分 别 是 C 和 R 上 的 nn 维 矢量 空间 。C” 和 R” 的 元 素 都 可 以 表示 成 n 元 组 。 
代表 C 上 的 n=1,，2,，…，% ,所 有 的 复 序列 w=[u,](n=1,2,…,%) 构成 的 矢量 
空间 满足 














oo 


> lui? <œ (B. 3-5) 
且 满 足 分 量 加 法 与 标量 乘法 ， 内 积 由 下 式 给 出 : 
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(u,v) = > u,v, (B. 3-6) 
式 中 , y=[y,]。 
分 量 加 法 的 定义 是 : 
Re w =wu +v， 则 对 于 所 有 的 n， 有 
w, =u, +y, (B. 3-7) 
标量 乘法 的 定义 为 : 
如 果 满 足 w =Au， A 和 是 标量 ， 则 对 于 所 有 的 n， 有 
w,=Au, (B. 3-8) 
L, (a,b) Æ Cla,b] (从 复 值 区 间 a Fb) 上 的 连续 函数 的 矢量 空间 ， 其 内 积 ; 
(u,v) = ful) v di (B. 3-9) 
角度 
PAARE u 和 vw 之 间 的 夹 角 9 定义 如 下 . 
= (u,v) 
cosg = | (B. 3-10) 


9 也 表示 两 个 拓 量 w 和 v 之 间 的 相似 度 。 当 9 等 于 0 时 代表 矢量 w 和 "是 相同 的 矢量 。0 等 
于 7/2 RERE u 和 vy 是 正 交 的 。 
柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 


AARE u 和 vw 的 内 积 满足 

|(u,v)l<lulivl (B. 3-11) 
RAKARE u 和 v 线性 相关 时 等 号 成 立 (u =v, a 是 标量 ) 。 
三 角 不 等 式 
RÆ u 和 满足 

lutvl<lul +lyvl (B. 3-12) 
三 角 不 等 式 也 常 被 称 为 施 瓦 兹 不 等 式 。 
正 交 性 


S U=[um,u, uy] 为 内 积 空间 S 中 的 一 个 矢量 集合 FI), SRA (u, 
u,) =0， 则 也 是 正 交 集 。 如 果 (u,, uy) =6w,，U 具有 正 交 性 。 





例 B.5 令 内 积 空间 为 已 (0,1) 。 则 此 空间 上 的 函数 序列 
u,(t) =cos(27kt) 
构成 了 一 个 正 交 序 列 。 





B.4 PAHE N 

希 尔 伯 特 空 间 理论 是 非常 有 用 的 理论 ， 并 且 是 将 有 限 维 内 积 矢 量 空间 理论 很 好 地 推广 到 
无 穷 维 内 积 矢 量 空间 的 理论 。 为 讨论 硕 尔 伯 特 空间 ， 需 要 完备 性 的 概念 。 

考虑 一 个 测度 为 a 的 量度 空间 M, XTM 中 的 矢量 序列 Lu, ] ， 对 任意 s >0， 都 存在 一 
MER ko, ERTER k, WA dlu) <e, L>ko, W [ws] 是 柯 西 序列 。 车 W 中 每 个 
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柯 西 序列 都 收敛 ， 且 极限 在 履 中 ， 则 MM 是 一 个 完备 的 量度 空间 ， 一 个 柯 西 序列 的 例子 就 是 
N 维 健 里 叶 展 开 式 的 第 N 个 部 分 和 ( 详 见 例 B. 6)。 

希 尔 但 特 空间 是 一 个 有 完备 量度 的 内 积 空 间 。 例 如 ，C"” MR 是 希 尔 伯 特 空间 ， 因 为 它 
们 是 完备 的 。 

不 需要 完备 性 要 求 的 内 积 空间 有 时 也 称 为 准 希 尔 伯 特 空间 。 




















例 B.6 考虑 一 个 周期 为 7 的 周期 信号 wu(i)。 其 基本 周期 可 设 为 -7/2<i<7/2。 u(t) €L, 
( -T/2,T/2) 的 傅 里 叶 级 数 表示 式 为 

















u(t) = ITY, [U [k]qlk]cos(2mkF t) +U [k]sin(2rkF t) | (B. 4-1) 
sth, F,=1/T。 H l 
1/42 k=0 


j= 
a(t) =| Sik 


FH PRB V2/Tcos(2TkF t) 和 V2/Tsin(2TkF t), RAŽOTA, (LEAL. 
AEE RAE WHE RAER, APA RIK U Lk] 和 UL%] 如 下 : 
U Lk] =(u(t), V2/Tq(k) cos(2TkF,t) ) 


= J2/Tq(k) | w(t) cos(2akF.t) de 


Usl k] = (u(t), V2/Tsin(27kF,t) ) 
= VT | u(t) sin(2mkF,t) dt 
在 这 种 情况 下 ， 希 尔 伯 特 空间 是 周期 函数 ， 且 在 一 个 周期 内 二 次 方 可 积 。 这 些 矢 量 包含 
所 有 这 样 的 周期 函数 。 对 应 的 柯 西 序列 是 式 (B.4-1) 中 第 N 个 部 分 的 和 。 所 有 这 种 序列 的 
极限 是 x(t) 。 





附录 C 离散 时 间 傅 里 时 变换 、 离 散 傅 里 时 变换 与 快速 傅 里 时 变换 


C.1 离散 时 间 傅 里 时 变换 
言 号 序列 uf n]」 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 化 (DTFT) 定义 如 下 : 

















oo 


U(f) = > ulnje (C.1-1) 


uln] 通常 对 应 于 一 个 采样 信号 u[nT.], T 为 采样 间隔 ， 且 下 =1/T.。 在 本 章 中 T 和 下 
通常 假定 为 1。 
wi DTFT 变换 为 





uln] = | v Nerdy (C. 1-2) 
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DTFT 的 存在 条 件 是 
= (C.1-3) 
如 果 u[n] 满足 式 (C.1.3) ， 则 下 式 亦 成 立 ; 
E, >E, = zl = È tala]? (C. 1-4) 


DTFT 的 性 质 同 我 们 在 第 2 章 讨论 的 傅 

















里 叶 变 换 的 性 质 十 分 相似 。 





例 C.1 求解 下 述 信 
&[7] = 


EF, T =1。 

解 : uln] 信号 如 图 C. la 所 示 ， 其 中 

N=12, 

根据 定义 有 
U(f) = 

Atak+N, 


号 的 DTFT: 
1 Inl<N 
0 其 他 





> eP% = -二 (e “Pay 
则 该 式 化 简 为 


U(f) = ony Coe 


等 式 右边 的 求 和 是 一 个 等 比 数 列 的 前 
(2N+1) 项 的 和 ， 该 等 比 数列 的 和 为 
(1 -rm)XMCL-r)， 这 里 的 7 等 于 
eet. Bp 

= j2nf(2 RAN 


-pynl 1 -e 
1- =e -jauf 


_ sin(27f(N +172) ) 
sin( mf) 

图 C.1b 给 出 了 N = 12 时 的 频谱 
U(f)。 可 见 ， 当 f 较 小 时 ,，U(/) 5 sin 
函数 比较 相似 ， 但 是 FATI 时 ， 
U(f) 5 sin 函数 则 变 得 完全 不 同 。 














1 [一 一 96000099 一 

























































































图 C.1 


0 
频率 
b) 


N=12 的 矩形 脉冲 信号 及 其 DTFT 
a) N=12 的 矩形 脉冲 信号 b) DTFT 








C.2 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 和 傅 里 时 变换 之 间 的 联系 


根据 式 〈1. 2.2) ， 

















其 中 VD 是 u(t) WEEEK, 


序列 ul n] 是 信号 u(t) 以 采样 间隔 T, 采样 时 生成 的 序列 ， 


(C.2-1) 和 式 (C.1-2) 可 以 得 到 
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考虑 模拟 信号 u(t) 的 传 
u(t) = i U'(f) Pdf 


里 叶 表征 


(C.2-1) 
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fn UDP = | Doerray (C.22) 
将 右 侧 的 积分 表示 成 一 系列 积分 的 和 ， 对 于 每 一 个 R (C. 2-2) 可 以 写成 
ved = [i [> verem ear (C.23) 
令 被 积 函数 相等 
U(f) = > U'(f + LF) (C. 2-4) 
MRU) BND F, W 
U(f) =U' (f) (C. 2-5) 


ATT (EL, T 通常 取 为 1。 这 样 u(t) 实际 上 可 用 w(t7,) 替代 。 根 据 2.5 节 中 讨论 的 
FT HEE, uT) 的 傅 里 时 变换 为 1MT .ICAMT ) 。 于 是 ， 式 (C.2-4) 可 写 为 


U(f) = È v.) (C. 2-6) 


式 中 ， UU) 是 条 可 频率 为 1 时 从 uC) 中 所 得 到 的 采 几 信号 的 高 做 时 间 传 时 时 变换 . 

式 (C.2-4) 和 式 〈C.2-6) 说 明 非 带 限 信和 号 的 离散 时 间 傅 里 叶 变换 是 连续 时 间 信 和 号 传 
里 叶 变 换 的 一 个 偏离 版 本 。 当 /接近 五 时 ， 所 产生 的 误差 变 得 比较 显著 ， 因 为 这 时 UC) 等 
于 V(0)， 且 V(0) 通常 很 大 。 


C.3 离散 傅 里 时 变换 
KEX N 的 周期 序列 wu[n] 的 正 交 归 一 化 离散 传 里 叶 变换 定义 为 








































































































ute] = EY ulale (C. 3-1) 
其 道 离散 傅 里 叶 变 换 为 
ul n| = TÀ U[ k] em^ (C. 3-2) 

















上 述 定 义 的 离散 傅 里 叶 变 换 是 正 交 的 。 oon 化 时 ， 该 方程 可 以 进一步 简化 


Uk] = È ulale” (C. 3-3) 


= 1=7d ut [k] ePm (C. 3-4) 
FOER, WARE FE 1 ER, PR LI — 


维 离散 传 里 叶 变换 ， 或 者 先 列 后 行 ， 这 样 就 可 以 得 到 二 维 离散 傅 里 时 变换 。 知 二 维 周期 性 序 
IK uln,,n,], OSa SN, OSn, SN,, ， 则 其 二 维 离散 传 里 叶 变换 为 





























-1 N-1 


Uh she) = F $ olm ny Jee (C.3-5) 
wi AE DET 变换 为 
NI-1N -1 
1 mj [ raa 
ul n,n] = IÀ S ULk, k, Je l (C. 3-6) 
1472 ky =0 ky =0 
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C.4 Rigs BM Bix 


快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 是 指 一 组 用 于 快速 计算 DFT 的 算法 。FFT 算法 将 w 个 点 的 傅 里 
叶 变 换 计 算 复 杂 度 从 0(2M ) 减少 到 0(2NlogN)。 
FFT 是 一 种 基于 分 治 法 的 算法 。 当 数据 点 个 数 N 为 合 数 ， 且 可 被 写 为 N =nir,…r, 时 ， 
FFT 算法 效率 最 高 。 当 =co te, Vi =e) to, NEF r" 时, r 称 为 FFT 算 法 的 基 。 这 种 情 
OUR, FFT 算法 具有 规则 的 结构 。 
分 治 法 通常 由 时 分 算法 (DIT) 或 频 分 算法 (DIF) 完成 。 为 了 理解 这 两 个 概念 ， 令 V = 
2”。 在 时 分 算法 中 ， 可 将 数据 u(n) 分 解 为 两 个 序列 
u,[n] =u[2n] N 
u[n] =ul2n +1] ia 











-1 (C.4-1) 


在 频 分 算法 中 ,频率 部 分 可 以 分 为 两 部 分 ， 即 UL2k] 和 U[2k+1], k=0,1, -1 
进一步 考虑 时 分 算法 。 式 〈C. 1-1) 可 化 为 


ULk] =U,[k] +e 7 [Lk] (C. 4-2) 
Ny-1 = 
U [k] = ¥ ul2m]e (C. 4-3) 
ea a 
U,[k] = Dul2m +1]e (C. 4-4) 
m=0 


式 中 ，N = M2。 
WA, Uk] 和 已 [5 是 由 长 度 为 YX2 、 分 别 由 原 信 号 中 偶数 和 奇数 数据 点 经 DFT 变 
换 得 到 的 。 

上 面 描述 的 是 一 种 连续 迭代 的 过 程 ， 直 到 达到 长 度 为 2 的 DFT 变换 为 止 ， 其 中 仅 包 括 
两 个 点 的 加 法 和 减法 。 

基 -2 的 频 分 算法 可 以 通过 类 似 的 推导 得 出 。 然 而 ， 其 实际 操作 会 更 加 复杂 。 

二 维 离散 傅 里 叶 变 换 是 通过 对 信号 矩阵 的 行 先进 行 一 维 DFT， 然后 对 信号 矩阵 的 列 再 进 
行 一 维 DFT 得 到 的 ,或 者 先 列 后 行 。 
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